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KIRCHNER ISTVAN *

Az iterdcid konvergencidjdnak
gyorsitdsa linedris egyenletrendszerek
megolddsakor

Osszefoglalas: Eljarast adunk linearis egyenletrendszereket megoldo itera-
tiv eljarasok legtobbjének konvergencia-gyorsitasara. Ehhez mindossze egy
olyan algoritmus szilikséges, amely tetszoleges konstansok vektorahoz az
egyenletrendszer egy kozelitd megoldasat szolgaltatja.

Kulesszavak: Linearis egyenletrendszer, linearis egyenletrendszer megol-
dasa, linearis egyenletrendszer iterativ megoldasa, altér iteracio, konvergen-
cia -gyorsitas.

Abstract: We developed a method for speeding up convergence of most of
the iterative solver of linear equations’ systems. It uses an algorithm that
provides an approximate solution for the arbitrary vector of constants.
Keywords: System of linear equations, solver of linear equations’ system,
iterative solver of linear equations’ system, subspace iteration, speeding up
convergence.

A mérndki gyakorlatban el6forduld tervezési feladatok, megoldandé prob-
1émak igen nagy hanyada vezet linedris egyenletrendszerre, kdzismert példa
erre a végeselem-modszer. Ezért fontos a nagyméreti linearis egyen-let-
rendszerek minél hatékonyabb, egyre gyorsabb megoldasa. Az aldbbiakban
egy olyan eljarast mutatunk be, amely alkalmas iterativ iton miikddé linea-
ris egyenletrendszer-megoldasok gyorsitasara.

Tekintsiik az n ismeretlenes

Ax=b (D
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Kirchner Istvan
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linearis egyenletrendszert, melynek n -edrendi A egylitthatomatrixa legyen
teljes rangu, azaz a feladatnak egy, egyértelmii megoldasa van.

Tegytk fol, hogy ismerjik az A egyiitthatomatrix egy kozelitd inverzet.
Jelolje ezt A. Ennek folhasznalasaval az alabbi iterativ eljarast épithetjiik fol
az x ismeretlenek vektoranak meghatarozasara. Jelolje x, az x vektor i-edik
iteracios lépésben adodo kozeliteset, v, pedig a hozza tartozo hibavektort
(v=b-Ax). Az eljaras kezdd lepése: x =0, v =b. Egy kozbensd, i-edik
(j=1) iteracios Iépésben szamitandd mennyiségek:

u=Av,, - 2
r=Au , (3)

X, =X,,+u , 4)
V.=V, -I . (5)

Azx, vektort példaul akkor tekinthetjiik a feladat megfelel6en pontos meg-
oldasanak, ha a v, hibavektor hossza egy elére meghatarozott € relativ hi-
banal kisebb. A megoldas tehat akkor elegendden pontos, ha

|Vi| . (6)

— <&
b

Ilyen jellegii iteracios eljaras az irodalombol mar ismert [1, 2, 3, 4] kon-
vergenciajanak sebessége, illetve az, hogy egyaltalan konvergal-e az eljaras,
természetesen az A kozelitd inverz kozelitésétol fligg.

A kovetkezokben a fonti iteracidos gondolatmenet egy modositott valto-
zatat mutatjuk be. Az eljaras kezd9 (inicializalo) lépése most is: x,=0, v =b.
Egy kozbensd, k-adik ( k =1) iteracids 1épés soran az alabbi szamitasokat
hajtjuk végre.

A v,_ hibavektor ¢€s a kozelité inverz alapjan:

u=Av (7)

Dunakavics - 2015/7.



Az iteracié konvergenciajanak gyorsitasa linearis egyenletrendszerek megoldasakor

F=Al - (8)

A (valés) ¢, (=1, 2, ..., k) linearis kombinacios egyiitthatokra nézve végrehajtjuk a kovetkezd (foltétel
nélkiili) optimalast:
k-1

min Etjrj FLE=V| ©)

(55 ty> o )| =1

A linearis kombinacié egyiitthatoit ismerve az u. (j=1, 2, ..., k-1), U vektorok linedris kombinacidja-
ként kapjuk az u,, mig az (j=1, 2, ..., k-1),f  vektorok linearis kombinaciojakent az r, vektort:

k-1 k-1
o= Yo e, r = Y Or HE (10)
j=1

j=1

Az u, és r vektorok kozotti sszefliggés: AU, =T, A k-adik iteracios 1épés x, kozelité megoldasa
¢s a hozza tartoz6 v, hibavektor:

X, =X t0,, Vi, =V, ,—L. (11)

A leallasi kritérium alapjan donthetiink az iteracié folytatasarol vagy leallitasarol. Az eljarast az 1.
dabran egy folyamatabraval szemléltettik.

Dunakayics - 2015/ 7. 7
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Inicializalas:
x,=0, v,=b, k=1

ésaz A eldallitasa.

2

k=1
Yorr +tE-v,

min
(02125 1) | =1 k lépteté

optimalas végrehajtésa a cptetese

1, (j=1,2, . k) t
egyiitthatokra nézve.
k-] k-1
u, =thuj T, r,=) tr +4F
j=1 j=1

Elegendden pontos?

Igen

Dunakavics - 2015/7.



Az iteracié konvergenciajanak gyorsitasa linearis egyenletrendszerek megoldasakor

Az optimalassal az r (=1, 2, ..., k-1),F vektorok altal kifeszitett altér (k-dimenzids sik) azon pont-
janak a megkeresése a cel, amely a lehet6 legkozelebb van a v, | hibavektor végpontjdhoz, ebbe a pontba
fog mutatni az altérben az r,_ vektor. Ezért az iterdcios 1épes végen szamitott v, hibavektor bizonyosan
merdleges lesz a teljes (tovabblakban pasztazo) altérre, igy Valamennyl r (= 1 2, ..., k) vektorra is. A

kovetkezd iteracio megkezdésekor, k 1éptetését kdvetden a szamitott F vektor tulajdonkeppen e paszta-
76 altér dimenzidszamat ndveli meg progressziven eggyel.

Azr a v, hibavektor pasztazo altérre (k-dimenzios sikra) vonatkoz6 merdleges vetiilete:

(Vk—l_rk)“rj =0 j=12, .. k-1, (12)

ahonnan (nem feledve, hogy a korabbiak értelmében V;{lll‘ = 0 ¢=1,2,..,k1))
v,;_llji -r, r/ =0, ¢sigyr; 'rj =0 j=L2, .., k-1 (13)

adodik, ami éppen az r, vektor mer6legességét jelenti az dsszes, 6t megeldz6 r (=1,2 k-1) vek-
torra, vagyis minden iteracios lépes végeén azr, (=1, 2

, ..., k) vektorok a pasztazo altér ortogonalis bazisat
alkotjak.

Egy bekezdés erejéig térjlink vissza az (9) szerinti optimalas végrehajtasara. Hamarosan meglatjuk,

hogy az optimumhoz tartozo ¢ (=1, 2, ..., k) egyiitthatokat zart alakban is fol fogjuk tudni irni. Ennek
érdekében képezziik az

2 2
k-1 k-1 1!
Fty by o t,)=| D00 41, F =V, | =| Dtr, +1F v, E Etr w17 -v | (14
= = i=1 \ j=1

figgveny t (I=1,2, ..., k) szerinti parcialis derivaltjait, majd tegyiik azokat nullaval egyenldve:

n [ k-1
E=2-E Nt et i=v =0, 1=1 2, . k-1 (15a)
9 i=1 \ j=l1 ’
F n [ k=1 . _
a—=2-2 Lyt i—=v  |F =0 (15b)
atk i=1 \ j=1

Dunakavics - 2015/ 7. 9



Kirchner Istvan

Utobbiakban r, azr, 7 az I, v, pedigav, vektor i-edik koordinatajat jelenti. (15) osszefligge-
Jt J 12 -1 -
seket rendezve:

n [ k=1
2 A N A =0 [=1,2,..,k-1:
i=1 \ j=I
k-1 n n n
LT | YU 2 = 2 i =1, 2, o k=1, (16a)
j=I i=1 i=1 i=1
¢és ugyanigy:
k-1 n n n
T ARNADAE (16b)

k-1
T ST T _ _1, 17a
tr N +LE T =V T, =12, .., k-1 (17a)
=
k-1
(Y P+t FE=v F - (17b)
JJ k k-1
=

(17) egy linearis egyenletrendszer t(=1,2,.., k) ismeretlenekkel. Részletesen:

T T T ~T [ 1 T
rr, rr rr .. rr, t v,
T T T =T T
rr, rr, rr, .. T, L, vV,
T T T =T T
rr, rr, rr, .. rr, Lol=l v |- (18)
To LTz To ST T <
r, rLr rr rr 7, v, r

10 Dunakavics - 2015/7.



Az iteracié konvergenciajanak gyorsitasa linearis egyenletrendszerek megoldasakor

Az egyiitthatomatrix az r (=1, 2, ..., k-1), r vektorokbdl képzett Gram-féle matrix. Itt folhasznaljuk
a korabban mar bebizonyitottakat, miszerint v, LT, , vagyis

v, r=0, haj=12 . k-1, (19)
tovabba T, J_rj,és igy
r’'r =0, hai,j=1,2, ., k-1éi=j. 20)
i

Ezeket kihasznalva az (18) linearis egyenletrendszer jelentésen egyszeriibb, specialisabb szerkezetli
lesz, ugynevezett nyilhegy alaku szimmetrikus egylitthatomatrixszal:

rlTr1 0 0 0 rTr1 4 0
0 r2T r, 0 0 f‘Tr2 t 0
0 0 rr 0 Fr t |_| 0
. . 21)
0 0 0 rl;r—lrk—l f-Trk—l L .? 5
r'f rf rr r FOF'F L Vil

E folépités lehet6séget ad a ¢, (=1, 2, ..., k) ismeretlenck kozvetlen folirasara. Az els k-1 egyenletbol:

Fr
t=t,—L =12, ., k-1, (22)
l‘j_ l'j

mig a k-adik egyenlet, (22) folhasznalasaval:
+tF F=Vv T

2
k-1 (fTr )
J
k k-1

-t
r'r )
J J

k
j=1

Dunakavics - 2015/ 7. 11



Kirchner Istvan

amelybdl
T ~
. vV,
¢ T\ (23)
k-l (I‘ FA) ’
FE— - !
oorr,
Tehat az optimumhoz tartozo6 ¢, (/=1, 2, ..., k) linedris kombinacids egyiitthatok szamitasa linedris

egyenletrendszer megoldasa nélkiil vegreha]thato El6szor az (23) szerint ¢, , majd ezt kovetden, ennek
folhasznalasaval a t6bbi £ (=1, 2, ..., k-1) kombinacios egyiitthaté hatarozhato meg az (22) alapjan.

A pasztazod altér dlmenzmszama minden egyes iteracids 1épésben eggyel novekedett. Ez a pasztazo
altér a képtér altere. A rendelkezésre allo szamitogépes memoriakapacitas véges, ezért sziikség lehet a
dimenzidszam korlatozasara. Amikor e dimenzidszam-korlatot elérjiik, elhagyunk egy dimenzi6t. Ahhoz,
hogy melyik dimenziot hagyjuk el, meg kell keresniink azt az / indexet, amelyhez tartozo ¢ ¢€s r, elhagya-
sa a legkevésbé noveli meg az (14) fliggvény értekét. / -t megtalalva természetesen u, -t is mell8zniink kell
a tovabbi szamitasokbol. Meghatarozando tehat azaz 1</ <k -1 index, amely a

T(Z) = gtjrj + tkf' —Lr -V, (242)
=1

fliggvény minimumat adja,

v’ r
t, = — T
k 2 2, rr. .
(rTr) kl( ) est.=‘tk T] J=1, 2, ...,k—l (24b)
iT§ E / rr
J J
J= rjrj

egyenlOségek teljesiilése mellett. Ennek legegyszeriibb mddja az (tekintettel a szamitogépes megvalosi-
tasra), ha végigprobaljuk az 6sszes indexet, és kivalasztjuk a célunknak legmegfelelobbet.

12 Dunakavics - 2015/ 7.



Az iteracié konvergenciajanak gyorsitasa linearis egyenletrendszerek megoldasakor

Megallapithatok a kovetkezok:

— Dimenzidszam korlatozas nélkiili progressziv altérrel torténd pasztazas esetén az algeb-
rai értelemben vett pontos megoldast elméletileg legfoljebb n iteracios 1épesben megkap-
juk, fiiggetleniil a kozelitd inverz matrix folépitésétdl. (A szamitdgép véges szamabrazo-
lasa a gyakorlatban azonban ennél tobb iteracios 1épést is elképzelhetévé tesz.)
— Az eljaras stagnal, ha a VZ_lf’ skalaris szorzat zérus, azaz, ha az ¥ éppen meréleges a
V,_, vektorra.
Minden egyéb esetben az aktudlis iteracids 1épésben bizonyosan kozelebb keriiliink a
megoldashoz.

Az eljards szempontjabol érdektelen az A kozelitd inverz folépitése, pontosabban a
V,_, aktudlis hibavektorhoz tartoz6 U kozelitd megoldas folvétele. Ennek kdszonhetd,
hogy a gyorsitd eljaras a legkiilonb6zobb iteracids alapon miikddo linedris egyenletrend-
szer- megoldo algoritmushoz, pl. Traub, J. F. (1964) [5] kiegészit6 eljarasként hasznalhato.
Ezenalgoritmusnak minddssze egyetlen kritériumnak kell megfelelnie: az aktuélig kozelitd
megoldas alapjan szamitott F = Au vektor nem szabad, hogy merdleges legyen &_;
hibavektorra.

A bemutatott gyorsito eljarasban 1ényegében egy olyan x vektor meghatarozasa volt a
cél, amely az Ax —b  hibavektor hossznégyzetét a legkisebbé teszi.

Vizsgaljuk meg kdzelebbrol e

O(x) =|Ax-b[ (25)

skalar-vektor fliggvény folépitését:

O(x)=|Ax-b[ =(Ax-b)’ = (Ax-b) (Ax-b)=(x"A" -b J(Ax-b)=
=X A'AXx-X A'b-b ' Ax+b'b=x A"Ax-2x A'b¥b* " (26)
Ennek gradiense:

grad O(x)=2A  Ax-2A'b =2A"(Ax-b) 27)

Dunakavics - 2015/7.
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Kirchner Istvan

Azon x vektorra, amely Q(x) minimumat adja, e gradiens nullava valik, igy ekkor teljesiil az
AT(Ax—b) =0 (28)
egyenlOség.

Regularis A matrix esetén (28) azt jelenti, hogy a Q(x)-et minimalizal6é x éppen az Ax=b linearis
egyenletrendszer megoldasa. Szingularis A matrix esetén viszont csak annyit mondhatunk, hogy a Q(x)-
et minimalizalva egy olyan x vektort kapunk, amelyre AT(Ax-b)=0. Vizsgaljuk meg ennek geometriai
jelentését. Az Ax-b hibavektor Q(x) minimumanal meréleges az A matrix valamennyi oszlopvektorara
(és 1gy az oszlopvektorok altal kifeszitett altér egészére), hiszen az oszlopvektorokkal képzett skalaris
szorzatai valamennyien nullak. Ezt Gigy is megfogalmazhatjuk, hogy szingularis A egyiitthatomatrix ese-
tén O(x) minimalizalasa egy olyan x vektort szolgaltat, amelyhez tartoz6 Ax képvektor az A oszlopvek-
torai altal kifeszitett altér azon vektorat adja, amely a legkdzelebb van az egyenletrendszer b konstansok
vektorahoz.

A kidolgozott eljarast, annak tesztelése érdekében harom kiilonbozo iterativ eljarassal épitettiik 6ssze.
Az elsd esetben a kozelitd inverz métrixot A = DA alakban vettiik fol, ahol a D diagonalmatrix rendre az
A oszlopvektorai hossznégyzeteinek reciprokait tartalmazza. (Ez a kozelit6 inverz akkor egyezik meg a
ténylegessel, ha az A oszlopai mint vektorok paronként merdlegesek egymasra.)

Az eljarast a konvergencia érdekében még ki kellett egésziteni egy 1-dimenzids pasztazé altérrel. Ez
volt az els¢ iterativ algoritmus, amit tobbdimenzios pasztazo altérrel egészitettiink ki. A masodik iterativ
algoritmus a gradiens-moddszer, mig a harmadik a konjugalt iranyok moédszere volt. Az 1. tablazatban
foglaltuk 0ssze a kapott eredményeket.

A tablazat harom épitdmérnoki szerkezet végeselemes vizsgalatakor adodo linearis egyenletrendszer
megoldasdhoz sziikséges iteraciok szamat tartalmazza. Szilirkével lathatd az eredeti iteracios eljarasok
hasznalata esetén sziikséges iteraciok szama, mig feketével a pasztazo altér alkalmazasaval folgyorsitott
eljarasok altal igényelt iteradcidk szama a kelléen pontos megoldas eléréséhez.

A kozelité megoldast 10-3-nél kisebb relativ hiba esetén tekintettiik elegend6en pontosnak. Az egyiitt-
hatématrix mindharom esetben pozitiv definit, az ismeretlenek szama pedig rendre 75 (elsd sor), 921
(méasodik sor) és 2643 (harmadik sor). A pasztaz6 altér maximalis dimenziészamat 300-ban hataroztuk
meg, melyet jol 1athatéan csak egy esetben értiink el, hiszen minddssze egy helyen taldlunk a tablazatban
300-nal nagyobb fekete szamot.

14 Dunakavics - 2015/ 7.



Az iteracié konvergenciajanak gyorsitasa linearis egyenletrendszerek megoldasakor

1. tablazat

Sziikséges iteraciok szama

Konjugalt iranyok

. n A_= DAY A= DAT » Gradiens- lnGa:(ad?:(e)?)iirinn?grséie;s Konjugalt iranyok modszere
lsmergtlenek 1-dimenzios max. 300-dimenziés | madszerrel AT modszerével max. 300-dimenzids
szdma pasztizé altérrel  pasztézo altérrel pasztazd altérrel pasztizo altérrel
75 12674 =g 20 20956 = 24 27 —_ 24
921 14697 w232 89562 = 66 98 —_ 060
2643 45481 — 545 9987 —s 146 273 — 146

A (2)-(5) osszefiiggésekkel definialt iteraciohoz képest a pasztazo altér alkalmazasa a k-adik
iteracioban (34+2)n (valds szam) szorzast és 3kn Gsszeadast mint tobblet miiveletet igényel, tovabba
at(=1,2, ..,k linearis kombinacios egyiitthatok elenyész6 miiveletigényli szamitasat, amelyek
elhanyagolhatdk az egy iteracios 1épésben egyébként altalaban elvégzenddé miiveletek mennyiségé-
hez képest.

A tényleges, iteracionkénti futasidé novekedés fiigg a modszert6l, ami kiegészitésre keriil e gyor-
sito eljarassal, fiigg az ismeretlenek szamatol, fiigg attol, hogy melyik iteracioban jarunk, fiigg attol,
hogy figyelembe vessziik-e az egyiitthatomatrix (altalaban) ritka jellegét, fligg az egyiitthatomatrix
kondicionaltsagatol, stb. A futtatasi tapasztalatok alapjan azonban mégis kimondhato, hogy hozzave-
téleg 50—100 ismeretlen esetén az egy iteracion beliili futasidé-ndvekedés 5—10%, ami néhany ezer
ismeretlen esetén lecsokken 1-3%-ra, mig ennél tobb ismeretlent tartalmazoé linearis egyenletrend-
szerre nézve elhanyagolhato.

A legdominansabb hatasa tehat az ismeretlenek szamanak van, tovabba megallapithatd, hogy an-
nak novekedésével a kidolgozott modszer egyre hatékonyabb. Ez pedig azt jelenti, hogy néhany
ezer ismeretlen folott a sziikséges iteraciok szamanak csdkkenési aranya jo kozelitéssel a megoldas-
hoz sziikséges tényleges idocsokkenés aranyat is reprezentalja. Tehat talzasok nélkiil kijelenthetjiik,
hogy e cikkben ismertetett eljdras a legtobb esetben megdobbentden hatékony.

Dunakavics - 2015/ 7. 15
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FANCSIKNE HAMAR EVA *~TOTH GYULA **

Fiiggdleges gravitdcios gradiens szdmi-
tdsdval kapcsolatos integrdl csonkitdsi
egyiitthatdinak meghatdrozdsa

Osszefoglalas: Megvizsgaltuk annak az integralnak a csonkitasi tulajdonsa-
gait, amellyel az E6tvos-inga segitségével mért szintfeliileti gorbiileti meny-
nyiségeket felhasznalva meghatarozhato a fiigg6leges gradiens értéke. A ki-
indulasként hasznalt magfiiggvény zart alakjat levezettiik és osszevetettiik a
szakirodalomban Sprlak et al. altal kiszamitott sordsszeggel. [1] Bizonyitot-
tuk a két alak azonossagat. Ismertetjiik a csonkitasi egyiitthatok szamitasa-
nak rekurziv 9sszefliggéseit.

Kulcsszavak: EOtvOs-inga, csonkitasi egytitthatok, Legendre-fiiggvények, gor-
biileti mennyiségek.

Abstract: We examined truncation properties of the integral which gives ver-
tical gravity gradients from measured curvature gradients of a level surfa-
ce yielded by the E6tvos torsion balance. A closed expression of the kernel
function was derived and compared with the expression obtained by Sprlak
et al. by summing infinite series. The equivalence of the two expressions was
proved. Recursive formulas for the computation of truncation coeflicient are
presented.

Keywords: E6tvOs torsion balance, truncation coefficients, Legendre functi-
ons, curvature gradients.

Az Etvis-inga segitségével mérhetéek helyi térbeli derékszogii E (Eszak), K
(Kelet), L (Le) koordinata rendszerben a nehézségi eré V() potencialjanak
(0g-9,,) V() illetve 20, V(T) gorbiileti mennyiségei (masodik derivaltak).
[2] A nehézségi eré Vi () = 0 V(F) fiiggbleges gradiensét az alabbi in-
tegrallal szamithatjuk ki. [3]

Dunakavics - 2015/7.

* Dunatijvdrosi Féiskola,
Informatikai Intézet

E-mail: thamare@mail.duf.hu

** Budapesti Miiszaki Egyetem,
Altaldnos és Felségeodézia
Tanszék

E-mail: gtoth@agt.bme.hu

(1] Sprlak, M.— Sebera, J.—
Valko, M. (2014): Spherical
integral formulas for upward/
downward continuation of
gravitational gradients onto
gravitational gradients. Journal
of Geodesy .Volume. 88. Issue:
2. Pp. 179-197. DOI: 10.1007/
s00190-013-0676-6

[2] Vélgyesi L. (2012): Az Eot-
vos-inga mérések alkalmazasa
és jelentosége a

geodéziaban. Geomatikai Koz-
lemények XV. Pp. 9-26.

[3] Toth Gy. (2002): Az Eotvos
geodéziai peremértékfeladat.
Geomatikai Kozlemények. V.

Pp. 163-174.

17



Fancsikné Hamar Eva—Téth Gyula

[4] T6th Gyu-
la—Fancsikné
Hamar Eva
(2013): A
kibdvitett
Stokes-féle
fiiggvény
csonkitasi
egytitthatoi-
nak hatékony
szamitasa.
Geomatikai
Kozlemények.
XVI. Pp.
51-62.

18

1
V(P = f f (@ — D IV (F)cos 2a* + 20V (F) sin 2a]* K o) (FF*)dQ"
n

Az itt szerepld K2y (¥ #) magfiiggvény spektrélis alakja:

P s N+3

oo =3(0)

n=2

2n+1 nn
(n_—l)npn,Z(TT )

Jelolések:

¥, f :aszamitasi pont helyvektora, # = egységvektor

El =

f*

7*,7*: az adatpont helyvektora, #* = T
3

egységvektor

0 : mért szintfeliileti gorbiileti mennyiségek

E, K, L: a helyi térbeli derékszdgli koordinata rendszer tengelyirdnyai (Eszak, Kelet, Le)
Q : térszog tartomany (a teljes)

dQO* : térszog elem

a* : ellen-azimut (az adatpontbdl a szamitdsi pontba mend legnagyobb gémbi kor E-i
irannyal bezart szoge)

N Ak

P2 (7 7") : n-ed foku, masodrendii Legendre-fiiggvény
7" * "= cosy : skaldris szorzat (y: a két vektor altal bezért szog, gombi szgtavolsig)
A gyakorlatban az integralast nem a teljes térszog tartomanyra (egység gomb felszine),

hanem a szdmitési pont 7" koriili adott sugaru teriiletre (gombsiiveg) végezziik el (csonki-
tas). [4]
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Fiiggdleges gravitacids gradiens szamitasaval kapcsolatos integral csonkitasi egyiitthatéinak meghatarozasa

Feladatunk a csonkitds hatdsanak szamszer( vizsgalata.

Ezt két 1épésben végezziik el:
— A magfiiggvény zart alakjanak levezetése;
— A magfiiggvény csonkitasi integraljanak meghatdrozasa.

A magfiiggvény zart alakjanak levezetése

Alkalmazzuk a kovetkezd segédosszefiiggést:
n
Ppa(x) = W{ZxPn_l(x) —[(n + DA — x?) + 2x*]B (%)}
behelyettesitve, tagonként szummadzva és résztortekre bontva:

o0

2x 2n + 3 S 2n+Dn+1
K(o,x) = 7 2 o™ B, (x) — Z ( m X )0"+3Pn(x)
n=2

— x2 n -1
n=1

2x2 — (2n+1) s
_1—x22 n—1 ¢ ()
n=2

Az itt szerepl6 végtelen sorok 0sszegfiiggvényei ismertek (Moritz, 1980).

Ezeket figyelembe véve a végeredmény:
4x(o — x) 5 (1 W(X—O 603 4x2g>
K(U,X)—[—Z—S]U (Z—1—0x>—20' (L—S—X)—m(l—o'x—l:)+_

1—x 1—x2

ahol L = /1 —20x+ o02.
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A magfiiggvény csonkitasi integraljanak meghatarozasa

A csonkitds vizsgélatdhoz a magfiiggvény méasodrendt P, , (x) Legendre-fiiggvényekkel vett szorzatdnak
integraljait sziikséges kiszdmitani:

to
6ulo,t0) = [ Koy (0,00Pra ()
-1
ahol  n=2,3,..., t;=cosy, és v, azagombiszogtivolsag, amelyen beliil adatokkal rendelkeziink.

Elvi megoldds menete:
Figyelembe vesszitk a masodrenddi Legendre-fiiggvények definial6 osszefiiggéseit:

d?p,(x)
Ppo(x) = (1 —x?) # n=2,3,...

— ezzel eltiintetjiik a nevezdben taldlhato (1-x?) szorzokat.
— parcidlis integraldsokkal eltlintetjiik a derivalt P " (x) Legendre-polinomokat,

— felhasznaljuk az alabbi , mar kiszamitott integralokat: @)
to tO
W) = [ Bdr Jao) = [ 2P G
-1 -1
to tO
P, (x P, (x
m@) = [P0 M = [ 2
-1 -1
to
xP,(x)
On(0,ty) = f Z—3dx n=0,1,..
Z1
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segédosszefiiggések:
Xy (x) = NPy (x)+Pp_1 (%)
Ppy1(0) = Pp_y (0) = (2n + 1)Py(x)
d ,
Tx [(1 = x®)P,(x)] + n(n + DB, (x) =0

P = (1R, oBi(n) = D
(n—Dnn+1(n+2)

8

P(1) =
(1= x®)Ppp(x) = (n+ 2)Png 2 (%) = nxPy (%)
(1= x®)Ppp () = (n+ DPna(x) = (1 = DPn2(x)
— végiil az Osszes részintegral tetszéleges n-re kiszamithato lesz (rekurzidval)

Legyen K ={-3; -1; 0; 1; 2; 4; 6}, ekkor:

to
6u(0,60) = . @, t)Pa(te) = (14 OV BA-D] + ) kaGi(o) [ 12
-1

k€EK k€EK

ahol a C (o) -k o ismert fiiggvényei, illetve az aldbbi integralok meghatdrozhatok:

to to

Vi) = [ i Un(it) = [ PG
-1 -1
t() tO
T, (0;ty) = f L71P, (x)dx Y, (o;ty) = f L?P, (x)dx Zn(0; ty)
-1 -1
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to
= [ i@ ()
-1
Léathatd, hogy a magfiiggvény csonkitasi integraljai kiszamithatok. A gyakorlatban a szamitas rekurziv
Osszefiiggések alkalmazasat jelenti a (*), (**) egyttthatok el6allitasan keresztiil.

Tovabbi terveink kozott szerepel a rekurziv szamitas numerikus ellenérzése és annak a stabilitds-vizs-
galata magas n fokszamokra (n = 2190).
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VOROS TUNDE *

Az intézményi struktiira és a gazdasdgi
fejlettség kapcsolatdnak vizsgdlata
matematikai-statisztikai eszkozokkel

Osszefoglalas: A gazdasagi, politikai, jogi és tarsadalmi intézmények gazdasa-
gi teljesitményre gyakorolt hatdsaval foglalkozo kutatasok szamanak robba-
nasszerti novekedését Friedrich Hayek (1974) [1] és Douglas North (1993)
[2] Nobel-dijas munkai indukaltak a huszadik szazad végén. Az 0j intézmé-
nyi kozgazdasagtan iranyzata szerint a gazdasagi teljesitmény magyarazata-
hoz nem elegend6 a téke akkumulacidjanak és a demografiai valtozasoknak
a figyelembevétele. Jelen tanulmany célja ennek megfeleléen az intézményi
hatasmechanizmust értékelé modellek vizsgalata mellett az intézmények és a
gazdasagi teljesitmény kapcsolatdnak elemzése matematikai-statisztikai esz-
kozokkel.

Kulcsszavak: Intézményi kozgazdasagtan, gazdasagi fejlédés, matematikai sta-
tisztika.

Abstract: Friedrich Hayek’s (1974) and Douglass North’s (1993) Nobel Prize
winner works have induced the increase of researches on political, legal,
social and economic institutions’ role in economic performance. The per-
spective of new institutional economics claims that considering only the
accumulation of capital and demographical change is not sufficient to the
explanation of economic growth. This paper aims to examine the theoreti-
cal models of institutional mechanisms and analyse the relationship between
institutions and economic development by statistical methods.

Keywords: Institutional economics, economic development, mathematical
statistics.
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Bevezetés

Az egészen napjainkig uralkodd elméleti iranyzatnak szamité neoklasszikus
kozgazdasagtan dominancidjat az 1929-1933-as vilaggazdasagi valsag, majd a
masodik vildghaboru kovetkeztében kialakuld gazdasagi problémak kezelése
révén szerezte. Az alkalmazott korlatozo feltételek és a valosagtol eltérd idealis
koriilmények feltételezése, valamint a 20. szdzad masodik felében jelentkezd,
addig ismeretlen gazdasagi jelenségek azonban a neoklasszikus kozgazdasag-
tannal szemben megfogalmazott kritikak el6térbe keriilését eredményezték.
(Megjegyzés: A vilaggazdasagi rendszer teljes atalakulasa, az olajarak emelke-
dése, az aranydeviza-rendszer felbomlasa, a keleti blokk megsziinése és az is-
métlédé pénziigyi valsagok 1j magyarazatot igényeltek.) Szamos 1j, alternativ
iranyzat jelent meg, amelyek tobbek kozott megkérddjelezték a tokéletes raci-
onalitast, a teljes és szimmetrikus informaciok létét, az optimalizal6 magatar-
tast, a zérus tranzakcids koltségeket, a tokéletesen versenyzé piacokat vagy a
termelési tényez6k homogenitasat.

A gazdasagi novekedést érint kérdésekre a neoklasszikus névekedési mo-
dellek djragondoldsaval, az ugynevezett Gj novekedéselméletek létrejottével
sziilettek véalaszok [3, 4, 5, 6] amelyek a neoklasszikus Solow-modell [7] kri-
tikajaként, vagy annak tovabbfejlesztéseként bontakoztak ki. (Megjegyzés: Az
4j novekedéselméletként jellemzett iranyzat a gazdasagi névekedés szempont-
jabol jelentds technikai haladast endogén tényezéként értelmezi. [8]) Ezeket
az elméleteket biralva kertilt el6térbe szamos interdiszciplindris irdnyzat, mint
példaul az intézményi kozgazdasagtan, az evolucionista kozgazdasagtan, a po-
litikai gazdasagtan, a viselkedésgazdasagtan, a kornyezet -gazdasagtan, vagy a
jog és a kozgazdasagtan kolcsonhatasat kiemeld irdnyzatok. Kozos jellemzo-
jilk, hogy az 4j novekedéselméleteket az intézményi kornyezet figyelmen ki-
viil hagyasa miatt illetik kritikaval, valamint felismerik a gazdasagi-, politikai
és tarsadalmi intézmények gazdasagi teljesitményt befolydsold szerepét. Jelen
tanulmdanyban az intézményi kozgazdasagtan szemléletmodjahoz illeszkedve,
azon belill is az 4j intézményi kozgazdasagtan elméleti keretében vizsgalom az
intézmények és a gazdasagi fejlettség kapcsolatat. Az iranyzat az 1970-es évek
végén kilonil el a régi intézményi kozgazdasagtantol, biralva a holisztikus
megkozelitést és a formalizmus hidnyat.
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Az intézményi struktura és a gazdasagi fejlettség kapcsolatanak vizsgalata

Az intézményeket elsGsorban az emberi tevékenységet befolyasold
dontési korlatként értelmezi, elfogadva az onérdekkovetés elvét.
Modszertani individualizmus, formalizalt megkozelités jellemzi:
matematikai-statisztikai, 6konometriai és jatékelméleti eszkozoket
is alkalmaz.

A dolgozat elsé részében az intézményi hatasmechanizmust le-
iré elméleteket, majd az intézményi kornyezet szamszerUsitési le-
het8ségeit vizsgalom. Ezt kovetéen egy empirikus elemzés kereté-
ben matematikai-statisztikai eszkozokkel elemzem az intézményi
kornyezet és a gazdasagi teljesitmény kapcsolatat kiilonb6z6 nem-
zetgazdasagok vonatkozasaban. Jelen dolgozat a klaszteranalizist,
mint gyakorlati problémamegoldé eszkozt alkalmazza. A klasszi-
fikdcio altal létrehozott orszagcsoportok jellemzdit statisztikai hi-
potézisvizsgalatokkal elemzem tovabb. A kvantitativ eredmények
publikalasaval parhuzamosan azok interpretacidjara, lehetséges
elméleti magyardzataira is hangsulyt fektetek.

Intézményi hatdasmechanizmus €s gazdasagi nove-
kedés

A gazdasagi, politikai, jogi és tdrsadalmi intézmények gazdasagi
teljesitményre gyakorolt hatdsaval foglalkozé kutatdsok szama-
nak robbanasszerti novekedését Friedrich Hayek (1974) [1] és
Douglass C. North (1993) [2] Nobel-dijas munkai indukaltak a
huszadik szazad végén. Az 4j intézményi kozgazdasagtan képvi-
sel6i kiilonos figyelmet szenteltek a téma irdnt, szamos tanulmany
sziletett a kiilonb6z6 intézmények gazdasagi novekedésben betol-
tott szerepérdl az elmult évtizedekben. [9, 10, 11, 12] A kapcsolat
tényének és mértékének vizsgalata mellett erteljes vita dvezi a
hatdsmechanizmust érinté kérdéseket is. Miként fejtik ki az egyes
intézmények hatasukat a gazdasagi teljesitményre? Hogyan irhatd
le ez a hatdsmechanizmus, és mely intézmények birnak kulcsfon-
tossagu szereppel?
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A kovetkezokben idérendi sorrendben mutatom be az intézmények
gazdasagi teljesitményt alakit hatasat magyarazoé elméleteket.
Elséként North (1981, 1990, 1991, 2005) [13, 14, 15, 16], majd William-
son (2000) [17], Acemoglu (2004) [18], végiil Bjernskov és Foss (2012)
[19] elméletét mutatom be.

Az \j intézményi kozgazdasagtan atyjanak tekintett North az elsék
kozott érvelt a neoklasszikus novekedési elmélet hianyossaga mellett.
Véleménye szerint a hagyomanyos novekedési elmélet azért szorul fino-
mitasra, mert a gazdasagi teljesitmény magyarazatahoz nem elegendé a
téke akkumuldcidjanak és a demografiai véltozasok vizsgalata, hanem
az intézményekre is sziikség van. [13] A Nobel-dijas kozgazdasz elmé-
lete szerint az intézmények a tranzakcios koltségek (mérési és érvénye-
sitési koltségek) modositasan keresztill befolydsoljak az egyes dontési
alternativék relativ drait.

A tranzakcids koltségekre gyakorolt hatds altal a tarsadalmi és gaz-
dasagi interakciokat jellemz6 informdcids aszimmetriabol eredd bi-
zonytalansag csokkentése révén érvényesiil az intézmények szerepe. A
gazdasagi szereplék dontési helyzeteinek Osszetettsége, a dontéshozd
tokéletlen informaltsaga és kognitiv képességei egyarant hozzajarulhat-
nak a bizonytalansag noveléséhez.

A kialakult intézményi keret a dontési alternativakat szerkezetbe
foglalva korlatozza tehat a valasztasi lehetéségeket csokkentve az egyes
alternativakhoz kapcsolddd bizonytalansag szintjét. Killonb6zé intéz-
ményi szerkezet eltéré tranzakcids koltségeket eredményez, mas és mas
valasztasi lehetGséget téve ezaltal kivanatosabba a gazdasagi rendszer
szerepl6i szamara. [14]

Igy az intézményi keret egy dsztonzérendszert is meghataroz, kije-
l6lve a gazdasagi és tarsadalmi fejlédés iranyat is azaltal, hogy meghatd-
rozza, mely ismeretek és készségek bizonyulnak fontosnak.

Az alabbi dbra az intézményi kérnyezet, mint 6sztonzé rendszer ha-
tasmechanizmusat mutatja be North (1990) [14] elméletébdl kiindulva.
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1. dbra. Az intézményi kornyezet, mint dszténzorendszer.

Egyéni kognitiv
képességek és

Intézményi kornyezet

©
&

& -
& (6s2t6nz6 rendszer) preferencia rendszer
o
- l l
" Gazdasagi, politikai | . ¥ . . . o g

4gi szereplék y L. X intézményi | Dontési alternativak| . . A

(egyénck és srervezetek) |_csokkentése e.s tar al Kkorlétok o déntési folyamat | Déntési kimenet
> interakciok

aszimmetrikus magatartds

informaciok

megviltozott
relativ drak

Forrés: sajat szerkesztés

A szintén Nobel-dijas Oliver Eaton Williamson (2000) [17] az intézmények hatds-
mechanizmusat négy kiilonallo, egymassal hierarchikus viszonyban 1évé intézményi
szint egymasra épiilésével magyarazza. Az elsd szint a tarsadalom magatartasdba mar
beagyazddott, informalis intézmények (szokasok, hagyomanyok, normak) szintje,
valtozasuk igen lassu, alapvetd korlatokat nyujtanak az emberi viselkedés szamara.
A madsodik szint a formalis szabalyok alkotta intézményi kornyezet (jogi, politikai és
kozigazgatasi szabalyrendszerek), amelyek iddbeli valtozasa mar valamivel gyorsabb.
A harmadik szint az irdnyitas szintje, ahol a szerzédéses cserefolyamatok, az tizleti
sztéra iranyitasa zajlik. A legalso negyedik, egyben leggyorsabban valtoz6 szint az eré-
forras-allokacio és felhasznalas szintje, ahol idében folyamatosan torténik a paramé-
terek (arak és mennyiségek) igazodasa. Williamson elmélete szerint a felsébb szintek
exogén tényez6ként jelennek meg, kiils6 korlatként funkcionalnak az alsobb szintek
szamadra. A szintek kozott kolesonhatas is megfigyelhetd, azonban az also szintek kor-
latozo hatasa felfelé mar kevésbé mértékado.

Acemoglu és szerzétarsai (2004) [18] North megkozelitésének (1990) [14] alap-
jaira épitkezve a gazdasagi és politikai intézmények meghatirozo szerepét hangsu-
lyozzék a gazdasagi teljesitmény szempontjabdl. A modell bemenetét a politikai in-
tézmények és a kezdeti erd6forrds-allokacio adjak. Ezek hatarozzak meg a bizonyos
érdekcsoportok kezében 6sszpontosulé de jure és de facto politikai hatalmat. A po-
litikai hatalom a gazdasagi és politikai intézmények létrehozasan keresztiil determi-
nélja a gazdasagi teljesitményt és az er6forras-elosztast. Ezéltal a nagyobb politikai
hatalommal rendelkez6k érdekeinek érvényre jutdsat is feltételezi a modell. Habar a
gazdasagi teljesitmény szamara a politikai és gazdasagi intézményi struktira jelent
kozvetlen korlatozo és 6sztonzé rendszert. A folyamat dinamizmusat az eréforras-
allokacio és a politikai hatalom id6beli valtozasa adja.
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2. dbra. Az intézmények hatdsmechanizmusa Acemoglu alapjdn.

de jure
politikai hatalom (t)

gazdasagi
intézmények (t)

gazdasagi

politikai intézmények (t) = teljesitmény (t)

er6forrés
allokacio (t+1)

de facto
politikai hatalom (t)

politikai

eréforras allokacio (t) e intézmények (t+1)

Forras: sajat szerkesztés Acemoglu et al. (2004) P. 6. alapjan

Mig szamos névekedéselméleti tanulmany a téke akkumulaciot,
masok a politikai rendszert vagy az er6forras-allokaciot allitjak a gaz-
dasagi folyamatok kozéppontjaba, Christian Bjernskov és Nicolaj J.
Foss tanulmanya (2012) [19] az innovaci6 vezérelte novekedési mo-
dellek kozé sorolhato.

A tudas, az innovacié gazdasagi hajtéercként vald értelmezése
Schumpeter (1942) [20] megkozelitésében jelent meg elszor. A val-
lalkozoi szellem (entrepreneurship), a technolodgiai haladas, a tudas
gazdasagi novekedésre gyakorolt hatdsa azdta is a novekedéselmélettel
foglalkozo irodalom szerves része. [7, 21, 3, 5, 22]

Bjornskov és Foss modelljében az innovacio, a vallalkozdi szellem
(entrepreneurship) az a tényez8, amelynek kozvetitd szerepével az in-
tézmények hatast gyakorolnak a névekedésre.

Az intézményi rendszer, legféképpen a gazdasagi szabadsag hata-
rozza meg a termelési tényezék hatékonysagat, kovetkezésképpen a
gazdasagi novekedést.

Ennek a folyamatnak a mozgato rugdja a véllalkozéi szellem, ame-
lyet kozvetleniil az intézményi struktdra, illetve a gazdasagi szabadsag
mértéke befolyasol. Elméletiiket egy kétlépcsds modellel vizsgaltak
regresszidanalizis segitségével. [23]
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3. abra. Az intézményi struktura hatasmechanizmusa Bjornskov és Foss szerint.

Intézményi struktdra

y A gazdasigi szabadsig és elemei \

@ Teljes tényezd-
produktivitas

|

Gazdasagi névekedés

Entrepreneurship

Forras: sajat szerkesztés Bjornskov és Foss (2012) [23] alapjan

Az intézményi struktara szdmszer(sithetdsége

A kozgazdasagtan tudomdnyos moédszertanat szamos mas tudomanydghoz
hasonloan a kvantitativ elemzések iranyaba torténé elmozdulas hatarozza
meg. Szemben mas diszciplinakkal, mint példaul a matematika vagy a fizi-
ka, nem kizarolag egzaktul, pontosan mérheté mennyiségeket kell figyelembe
venniink. Szamos olyan ,,puha” tényezé fejti ki hatdsat fontos makrogazdasagi
valtozdkra, amelyek nem szamszertsithetdek egyértelmiien. Az intézményi
struktira fogalomkoréhez tartozd véltozok jelentds tobbsége tartozik ide.
Ugyan nem tudjuk pontosan mérni, talan egzaktul definidlni sem példaul a
gazdasagi vagy a politikai szabadsagot, szamszersitésiik mégis messzemend
lehetdségeket nyujthat: az intézményi strukturaval kapcsolatos tovabbi kuta-
tasokhoz, ok-okozati viszonyok meghatérozasahoz, kiillonboz6 orszagok fej-
16désbeli eltérésének magyarazatahoz jarulhat hozza.

Egy orszag gazdasagi és tarsadalmi folyamatait szamos intézmény alakit-
ja, amelyek egymassal szoros kélcsonhatasban allnak, és nemcsak egymasra
hatnak, hanem sok tovabbi valtozo is hatast gyakorol rdjuk. Vannak kozot-
titk konnyedén szamszertsithetd tényez6k — még ha nem is olyan pontos-
saggal mérhetek, mint az id6, a hosszlsdg vagy az dramerésség. Gondol-
junk a demografiai Osszetételre, a kormanyzati vasarlasok nagysagara, az inf
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lacids ratara, egy uj vallalkozas inditdsahoz kapcsolddé koltségekre, a kiilonb6z6 adokul-
csokra, vagy kamatlabakra. Léteznek azonban olyan tényezok is, amelyeket nem tudunk
egyértelmien mérni, jelentéségiikre csak tapasztalati uton tudunk kovetkeztetni, vagy va-
lamilyen mesterségesen létrehozott értékskala segitségével tudunk szamszert értéket ren-
delni hozzajuk. Ilyen példaul a jogalkotas, a biroi és a végrehajtoi hatalom fiiggetlensége, a
tulajdonjogok védelmi szintje, a rendvédelem ereje, a munkaerdpiac szabalyozasa, a sajto-
szabadsag, a jegybanki fiiggetlenség vagy a demokracia intézménye.

Mig szamos intézményt jellemz6 mutat6rdl hossza idésorok allnak rendelkezésére (pl.
a monetaris politika intézményét jellemz6 alapkamat mértékérdl), a nehezebben szam-
szeriisithetd intézményekrdl csak az elmult évtizedekben késziiltek globalis adatbazisok,
amelyek megfelel6 alapot nydjthatnak kvantitativ elemzésekhez. Ilyen példaul a Fraser Ins-
titute (2012) [24] altal publikalt gazdasagi szabadsag index (Index of Economic Freedom) és
a politikai szabadsag mértékét jellemzo, a Freedom House (2013) [25] kutatointézet altal
szamitott polgari szabadsagjogok és politikai jogok indexe (Index of Political Rights and
Civil Liberties). E két, széles korben alkalmazott adatbdzis jelenti empirikus elemzésem in-
put adatait is. Fontos megjegyezni azonban, hogy a gazdasagi és politikai szabadsag, mint
fogalom nem azonos az intézményi kornyezettel. A kovetkez6kben ismertetett indikatorok
tartalma és értéke alapjan azonban kovetkeztetni tudunk az intézményi kornyezet mindsé-
gére, a mutatok az intézmények jellemzésére alkalmas proxyként funkcionalhatnak.

A gazdasagi szabadsag index egy olyan Osszetett mutatdszam, amely egy adott orszag
politikdjanak és intézményeinek az orszag gazdasagi szabadsagara gyakorolt hatdsat méri
1-t6l 10-ig terjedd skalan. A gazdasagi szabadsag fogalma alatt olyan tényez6k hatdsanak
Osszességét értjiik, mint az egyén személyes valasztasi lehetdsége, az 6nkéntes tranzakci-
ok és a piaci versengés szabadsaga, valamint a tulajdonjog védelme. Egy orszag gazdasagi
szabadsaganak indexe nagyobb értéket vesz fel tehat, ha az egyének szabadon hozhatnak
dontéseket, onkéntesen vehetnek részt piaci tranzakciokban, joguk van sajat idejiik, ké-
pességeik és er6forrasaik felett szabadon rendelkezni, azonban nincs joguk mas egyének
eréforrasaival vald rendelkezésre.

A polgari szabadsagjogok és politikai jogok indexet 1972 6ta, évente publikalja a Free-
dom House (2013) [25] kutatointézet csaknem a vilag Osszes orszagara kiterjed6en. Min-
den egyes orszag esetében kiilon-kiilon értékkel jellemzik a politikai jogokat és a polgari
szabadsagjogokat. A két érték atlaga hatarozza meg adott tarsadalom politikai szabadsagat.
Az indikator értékkészlete 1-t6l 7-ig terjed, ahol a magasabb értékek jelentenek alacso-
nyabb politikai és polgari szabadsagot.
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Empirikus elemzés matematikai-statisztikai eszkozokkel

A kiillonb6z6 intézményi strukturakat vizsgalva szembetling, hogy jelentds kiilonbségek
mutatkoznak az egyes orszagok intézményrendszerét illetGen. Mig egyes orszagokban ma-
gatdl értet6do példaul a legitim politikai folyamatokban vald szabad részvétel, addig sza-
mos tarsadalomban a szabad véleménynyilvanitas vagy a magantulajdon védelme sem biz-
tositott. Az orszagokat jellemz6 gazdasagi, politikai, jogi és tarsadalmi intézmények alapjan
torténd klaszteranalizis segitségével kialakitott — mas-mas intézményi kornyezettel rendel-
kezd - orszagcsoportok jellemz6i alapjan vonom le kovetkeztetéseimet.

Az adatok két, a korabbiakban ismertetett forrasbol szarmaznak: a Fraser Institute
(2012) [24] altal évente publikalt adatsorokbdl, valamint a Freedom House (2013) [25]
adatbdzisaibdl. Az intézményi kornyezet jellemzésére hét osztalyozd-valtozot valasztottam
ki, amelyek leiro statisztikdja a kovetkezd tdblazatban lathato. Ot valtozé a gazdasagi és
a jogi intézményrendszert jellemzi: az allamhaztartds nagysaga, a jogrendszer és a tulaj-
donjog védelme, a monetaris stabilitas, a nemzetkozi kereskedelem szabadsaga, valamint
a munkapiac, a pénzpiac és a versenyszféra szabalyozasat jellemz6 mutatok. Két valtozoé
a politikai és tarsadalmi intézmények jellemzésére szolgal: a politikai jogok és a polgari
szabadsagjogok indexei. Fontos megjegyezni, hogy utdbbi két valtozd értékkészletében az
alacsonyabb értékek jelolnek fejlettebb intézményrendszert. Az elemzett adathalmazba a
hidnyz¢ értékkel nem rendelkezé orszagok keriiltek bevonasra (n=122).

1. tabldzat. Az elemzésbe bevont viltozok leiro statisztikdja.

Forras és 2 : x 2 o
drtékkéezlet Valtozd Atlag Sz6réas n
EFW (2011) Index 1 |GOvernment size
[1:10] (Kormanyzati beavatkozés) 6.408 1.365 122
EFW (2011) Index 2 | Legal Quality
[1:10] (Jogrendszer) L L 122
EFW (2011) Index 3 |Sound Money
[1:10] (Monetéris stabilitas) &2 =8 L
Freedom to Trade
EFW {2011)Index 4 |Internationally
[1:10] (A nemzetkdzi kereskedelem g LI L
szabadsaga)
EFW {2011} Index 5 Ecaniaton
{ [1'10)] TEN (A t8ke-, a munkapiac és a 6.878 0.938 122
’ versenyszféra szabélyozasa)
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Freedom House |Political Rights

Index (2011)[7.1] | (Politikai jogok) 2.811 1.869 122
Freedom House |Civil Liberties

Index (2011) [7;1] |(Polgéari szabadsagjogok) &3 138 122

Forras: sajat szerkesztés

Az elemzés elkészitéséhez a Rapid Miner Studio 5.3.015© szoftvert hasznaltam.
Az input valtozokat eredeti formajukban alkalmaztam, az értékskalak nem keriiltek
transzformaldsra, mivel az osztalyozd-valtozok értékkészletei nem mutattak jelen-
tds eltérést. Az adatok eldzetes feldolgozasa és a klaszteranalizis bemeneti valto-
z6inak kivélasztdsa sordn lehetéségként felmeriilt egy esetleges faktoranalizis vagy
fé6komponens-analizis elvégzése a valtozdszam csokkentése érdekében. Ez a vizsga-
l6das soran azért keriilt elvetésre, hogy az intézményi kornyezetet alkotd tényezdk
informacidtartalma teljes mértékben szerepeljen a klasszifikdlasnal. Habar, a négy-
nél nagyobb véltozdszam igy nem tette lehetévé az adatok grafikus médon torténd
megjelenitését, vizsgalatat.

El6zetes futtatdsok és elemzések utan a nem hierarchikus klaszterelemzési mod-
szerek koziil a k-kozép algoritmus keriilt kivalasztasra, négyzetes euklideszi met-
rikaval. Kiilonb6z6 hierarchikus és nem hierarchikus algoritmusokkal egyarant
probalkoztam (centroid, legkozelebbi tars, k-k6zép moddszer, DBSCAN). [26] A
klaszterezési algoritmusok dsszehasonlitasanal a klaszter-kozéppontol vett atlagos
tavolsagot, valamint a Davies—Bouldin-indexet [27] vettem figyelembe (a szoftver-
ben a Cluster Distance Performance operator altal generalt értékek). A mutatosza-
mok és a kapott klaszterek jellemz6i mellett a klaszterbesorolas kivalasztasakor a
végeredmény interpretalhatdsagat, szakmai értelmezhet6ségét is figyelembe vet-
tem. Haromnal tobb klaszter esetén (hierarchikus és nem hierarchikus modszerek-
nél egyarant) mindig adédott olyan klaszter, amelynek elemszama tulzottan ala-
csony volt (n<10), kevesebb klaszter esetén pedig nem képzddtek kelléen homogén
csoportok.

Az elemzés eredményeként kapott harom klasztert a kovetkezo tablazatban sze-
repld adatok, valamint néhdny tipikus eset bemutatasanak segitségével jellemzem.
Az egyes klaszterekhez tartoz6 orszagok részletes listajat a melléklet tartalmazza.
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2. tablazat. Klaszter kézéppontok.

Klaszter kbzéppontok
cluster_0 |cluster_1| cluster_2

Government Size 6.17 7.22 5.86
Legal Quality 3.82 5.08 7.29
Sound Money 6.35 7.99 8.99
Freedom to Trade .48 6.98 7.57
Regulation 6.16 6.70 7.27
Political Rights 9.45 3.55 1.22
Civil Liberties 4.90 3.62 1.42
Elemszam 20 47 55

Forras: sajat szerkesztés

A klaszterkozéppontokat megvizsgalva lathatjuk, hogy a 7 dimenzidbdl 6 esetben (Legal
Quality, Sound Money, Freedom to Trade, Regulation, Political Rights, Civil Liberties) a
kettesszamu klaszterhez (cluster_2) tartoznak a legmagasabb intézményi fejlettségre utald
értékek. Ezzel szemben a nullaval jel6lt csoportba (cluster_0) sorolt orszagok a legalacso-
nyabb gazdasagi és politikai szabadsaggal, illetve intézményi fejlettséggel rendelkeznek az
emlitett hat dimenzié mentén. Kiilon magyarazatot kivannak a Government Size valtozo-
hoz tartozo értékek, ugyanis a dimenzionként rendre legmagasabb szabadsaggal rendelkezé
kettes szamu klaszterhez tartozik a legalacsonyabb érték. Masképpen fogalmazva: ezekben
az orszagokban a legmagasabb a kormanyzati beavatkozas szintje. A klaszterek mélyebb
ismerete alapjan az a sejtéstink lehet, hogy az egyes csoportok gazdasagi fejlettségiik sze-
rint is kiilonboznek. Ezért is érdekes megfigyelésiink, miszerint a kormanyzati beavatkozas
szintje a feltételezhet6en magasabb fejlettséggel rendelkez orszagok kozott a legmagasabb.
(Megjegyzés: Bjornskov és Foss (2010) [19] regresszids elemzése szintén a gazdasagi pro-
duktivitas és a kormanyzati beavatkozas szintje kozotti negativ kapcsolatot igazolja.)
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Sejtésem igazolasanak céljaval megvizsgaltam az egyes klaszterekbe tartozé orszagok
egy fore es6 redl GDP értékeit. [28] Eszerint valoban a kettesszamu csoport rendelkezik a
legmagasabb dtlaggal, a nulldval jelzett pedig a legalacsonyabb egy f6re esd real GDP-vel.
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Azonban mindharom csoportot meglehetdsen nagy szoras jellemzi. Ennek okaira a klasz-
terekhez tartozo egyes esetek részletesebb ismerete adhat valaszt.

3. tdbldzat. GDP-értékek a klaszterekben.

Egy fore esé real GDP
atlag szoras
cluster_0 4 545.78 4 879.82
cluster_1 10 018.80 14 473.83
cluster_2 27 463.68 16 155.75

Forras: sajat szerkesztés

A nullaval jel6lt csoportba olyan orszagok tartoznak, amelyek a legkevésbé fejlett intéz-
ményi kornyezettel rendelkeznek: alacsony a tarsadalmi t6ke, a politikai- és gazdasagi sza-
badsag szintje, fejletlen a jogrendszer, a tékepiac és a munkapiac miikodése nem hatékony,
jelentés a feketegazdasag és a korrupcio mértéke, akadalyozott a termelési tényezok szabad
aramlasa, valamint sok esetben még a magantulajdon védelme sem biztositott. Azaz hiany-
zik a magas informdcios aszimmetriaval jellemezhet6 helyzetek bizonytalansagat csokken-
t6 intézményi kornyezet. Ezaltal jelentds tranzakcios koltségek kapcsolédnak ezekben az
orszagokban a kiillonb6z6 gazdasagi tevékenységekhez (informécidszerzés és -feldolgozas,
kikényszerithetdség), alapjaiban moédositva a gazdasagi szerepl6k dontési alternativaihoz
tartozo relativ drakat.

Ebbe a csoportba olyan orszagok tartoznak, mint: Togd (867), Csad (1768), Kongd
(2628), Kamerun (2055), Nepal (1321), Madagaszkar (815), Kozép-afrikai Koztarsasag
(675) vagy Burundi (450). (Zardjelben az orszagok egy f6re esé readl GDP adatait jelzem
(Heston et al., 2012)). Szamos olyan orszag is intézményi szempontbdl a legkevésbé fej-
lett orszagok csoportjaba tartozik, ahol azonban magasabb a gazdasagi teljesitmény: Al-
géria (7220), Kina (8124), Gabon (15026), Iran (10546), Venezuela (7649) és Oroszorszag
(17004). (Gyakorlatilag ezek az orszagok huzzak felfelé a csoportatlagot.)

Dunakavics - 2015/7.
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Az outlier értékek magyarazata lehet, hogy az utébb felsorolt orszagok mindegyikét valamilyen dik-
tatorikus politikai eszmerendszer uralkodasa jellemzi, illetve valamely szlikds eréforras (kdolaj, foldgaz,
gyémant) tekintetében relative gazdag orszagnak tekinthet6ek. Ez a két tényez6 feltehetéen nagyban hoz-
zédjarul ahhoz, hogy az igen alacsony gazdasagi-, politikai- és tarsadalmi szabadsag ellenére magasabb
gazdasagi teljesitményt produkalnak ezen orszagok, a hasonld intézményi kornyezettel, de nyersanyagban
szegény orszagokhoz képest.

Ezeket az orszagokat azonban, ahol alacsony intézményi fejlettség parosul relative magasabb gazdasagi
teljesitménnyel, dltalaban jelentés tarsadalmi szakadék is jellemzi. Mig a tarsadalom egy szlik elit rétegénél
hatalmas vagyonok koncentralodnak, addig a népesség jelentGs része mélyszegénységben él.

Ezen ok miatt kiszamitottam a klasztereket jellemzé HDI (emberi fejlettségi mutatd, amely nulla és egy
kozotti értékeket vehet fel) értékeket is annak érdekében, hogy realisabb képet kapjunk az egyes csoportok
fejlettségi szintjérol. Az ENSZ éltal publikdlt HDI-mutat6szam a jévedelmi viszonyok mellett a valds élet-
szinvonalat befolyasold szamos mas tényez6t is figyelembe vesz (sziiletéskor varhato élettartam, irdstudas,
iskolazottsag).

E mutat6 alapjan is a nullaval jelolt csoportot jellemzi a legalacsonyabb atlagérték, mig a kettesszamu
klasztert a legmagasabb HDI-érték. Kiilonbség azonban a GDP-vel vald jellemzéshez képest, hogy nem
jellemzi kirivéan magas szoras a csoportokat. Tehat, ha nem csak a jovedelmi viszonyokat vizsgaljuk, ha-
nem az életminéség mas dimenzidit is figyelembe vessziik, joval élesebben és homogénebben kiiloniil el a
hérom klaszter fejlettségi szintje.

4. tablazat. HDI-értékek a klaszterekben.

Emberi fejlettségi index (HDI)
atlag szoras
cluster_0 0.534 0.152
cluster_1 0.632 0.143
cluster_2 0.826 0.106

(€)
Q1
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Az egyes szamu klasztert mar kozepes intézményi fejlettség jellemezi. Olyan orszagok tartoznak ide,
ahol a gazdasagi és politikai szabadsag bizonyos dimenzioi még fejletlenek vagy hidanyoznak, mas intéz-
mények jellemz6i pedig mar a fejlett orszagokéira hasonlitanak. Ilyen példaul Bahrein, ahol meglehetésen
stabil monetaris rendszer és szabad nemzetkozi kereskedelem van, azonban a politikai jogok és polgari
szabadsagjogok szintje mar igencsak alacsony.

Ide tartozik Szingapur is: az orszagot jol miikodo jogrendszer és hatékony piaci szabalyozas jellemzi,
am a politikai jogok mar meglehet6sen korlatozottak. Ugyan formalisan az orszag demokracia, gyakorlati-
lag mégis egypartrendszer érvényesiil. Az egyes klaszterben olyan orszagok talalhatéak még, mint Albania,
Argentina, Brazilia, Egyiptom, India, Peru, T4jfold és Ukrajna.

A gazdasagi teljesitmény tekintetében outliernek szamité csoporttagok (Kuwait, Oman, Egyesiilt Arab
Emirségek) szintén nyersanyag ellatottsaguknak koszonhetik gazdasagi pozicidjukat. Kivétel talan Szinga-
pur, ahol jelent6sebb természeti eréforras hijan, egy tudatos, atfogd gazdasagpolitikai stratégia all a telje-
sitmény hatterében.

A kettes szamu klaszterbe a fejlett intézményrendszerrel, magas politikai-, gazdasagi és tarsadalmi
szabadsaggal rendelkezé orszagok tartoznak, Ggymint: Ausztralia, Ausztria, Belgium, Bulgaria, Kana-
da, Csehorszag, Dania, Finnorszag, Németorszag, Gorogorszag, Magyarorszag, Japan, Spanyolorszag, az
Egyesiilt Kiralysag vagy az Amerikai Egyesiilt Allamok. Ugyan a csoporttagokat gazdasagilag fejlett orsz4-
goknak tekinthetjiik, a GDP értékeket itt is erGteljes szorodas jellemzi.

A Kklaszterek gazdasagi fejlettség szerinti kiilonbozéségének matematikai-statisztikai eszkozokkel tor-
ténd vizsgalata a kovetkezdekben keriil ismertetésre. A hipotézisvizsgalatok elvégzéséhez az IBM SPSS
Statistics Version 200 szoftvert alkalmaztam.

A GDP- és a HDI-értékek alapjan egyarant elvégzett normalitas vizsgalatok eredményeit a kovetkezd
tablazat tartalmazza. A Kolmogorov-—Szmirnov-proba és a Shapiro—Wilk-proba esetén is elutasitdsra ke-
riilt a nullhipotézis. Ez az eredmény nem tul meglepd, hiszen a jévedelmi viszonyokat leiré mutatok elosz-
lasa tipikusan nem normalis eloszlas (hanem lognormalis). Ennek megfeleléen nem paraméteres probak
alkalmazasaval folytattam tovabb a vizsgalodast.
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5. tabldzat. Normalitds vizsgdlat.

Tests of Normality
Kolmogorov-Smirnov? Shapiro-Wilk

Cluster | Statistic df Sig. Statistic df Sig.
RealGDPpercap 00 303 20 ,000 TTT 20 000

1,00 273 a7 000 G888 a7 000

2,00 0az a5 ,200“ 822 a6 00z
HDI Rili] 135 20 ,200* 934 20 184

1,00 136 47 028 842 47 021

2,00 144 a5 0086 845 a6 ,oaa

* This is a lower bound ofthe true significance.

a. Lilliefors Significance Correction

Forras: sajat elemzés eredménye

A Kklaszterek a Kruskal-Wallis-rangsorolason alapuld prdoba segitségével kertiltek dsszehasonlitasra.
A kett6nél tobb fliggetlen minta homogenitas-vizsgalatara szolgalé proba nullhipotézise, hogy a mintak
azonos eloszlasbol szarmaznak. A statisztika rangszamai alapjan megallapithatjuk, hogy valéban a nullaval
jelolt klaszterben a legalacsonyabbak a GDP- és HDI-értékek is, mig a kettes szamu klaszterben a legma-

gasabbak.

6. tablazat. Kruskal-Wallis préba: rangszdamok.

Cluster M Mean Rank

HDI a0 20 2858
1,00 a7 439
2,00 55 8850
Total 122

RealGDPpercap .00 20 2983
1,00 a7 44 81
2,00 55 87,28
Total 122
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Voros Tunde

A Kruskal-Wallis-statisztika szamitott értékei alapjan mindkét esetben el kell vetniink a nullhipotézist.
Alacsonyak a szignifikancia értékek, azaz a GDP- és a HDI-értékek valoban masként alakulnak az egyes
klaszterekben.

7. tablazat. Kruskal—Wallis-proba: szignifikancia értékek.

Test Statistics™
RealGDPperc
HDI ap
Chi-Square 61,028 55,754
df 2 2
Asymp. Sig. 000 000

a. Kruskal Wallis Test
. Grouping YWariahle: Cluster

Forras: sajat elemzés eredménye
Osszegzés

A tanulmany els6 részében az intézményi struktura hatasmechanizmusat leiré elméleti modellek attekin-
tésére, illetve az intézmények gazdasagi teljesitményt befolyasold szerepét magyarazo elméletek vizsgéla-
tara kertiilt sor.

Az intézményi struktdra meghatarozo szerepét hangsilyozo elméletekkel 6sszhangban kvantitativ
elemzési eszkozokkel elemeztem és tamasztottam ald az intézményi struktdra és a gazdasagi fejlettség kap-
csolatat. Fontos azonban megjegyezni a kapcsolat tényének rogzitése mellett, hogy az ok-okozati viszo-
nyok feltardsa csak magasabb szintl kutatasok adhatnak vélaszt.
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Melléklet

A KLASZTERANALIZIS EREDMENYE

Cluster_0:

Algeria, Burundi, Cameroon, Central African Republic, Chad, China, Congo, Democratic Republic of the
Congo, Fiji, Gabon, Guinea-Bissau, Iran, Madagascar, Nepal, Pakistan, Russia, Tanzania, Togo, Venezuela,
Zimbabwe.

Cluster_1:

Albania, Argentina, Bahrain, Bangladesh, Bolivia, Brazil, Colombia, Cote d'Ivoire, Dominican Republic,
Ecuador, Egypt, El Salvador, Guatemala, Haiti, Honduras, India, Indonesia, Jamaica, Jordan, Kenya, Ku-
wait, Malawi, Malaysia, Mali, Mexico, Morocco, Mozambique, Nicaragua, Niger, Nigeria, Oman, Papua
New Guinea, Paraguay, Peru, Philippines, Rwanda, Senegal, Sierra Leone, Singapore, Sri Lanka, Thailand,
Tunisia, Turkey, Uganda, Ukraine, United Arab Emirates, Zambia.

Cluster_2:

Australia, Austria, Bahamas, Barbados, Belgium, Belize, Benin, Botswana, Bulgaria, Canada, Chile, Costa
Rica, Croatia, Cyprus, Czech Republic, Denmark, Estonia, Finland, France, Germany, Ghana, Greece,
Guyana, Hong Kong, Hungary, Iceland, Ireland, Israel, Italy, Japan, Latvia, Lithuania, Luxembourg, Malta,
Mauritius, Namibia, Netherlands, New Zealand, Norway, Panama, Poland, Portugal, Republic of Korea
(South Korea), Romania, Slovakia, Slovenia, South Africa, Spain, Sweden, Switzerland, Taiwan, Trinidad
and Tobago, United Kingdom, United States of America, Uruguay.
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BARTALOS NORBERT *-UJBANYI TIBOR **-KOVARI ATTILA ***-NAGY BALINT **

A Chua-rendszer vizsgdlata az Octave

alkalmazadsaval

Osszefoglalas: Jelen dolgozatban a kaotikus rendszerek egyik jol ismert példa-
jat, a Chua-dramkort és annak viselkedését leird differencialegyenlet-rend-
szert vizsgaljuk az Octave alkalmazasaval.

Kulcsszavak: Dinamikai rendszerek, attraktor, kaotikus rendszerek, Chua-
aramkor.

Abstract: In this work a well-known example of chaotic systems, the Chua-
circuit and its differential equation describing the behavior of this circuit is
investigated using Octave.

Keywords: Dynamical system, attractor, chaotic systems, Chua circuit.

Alkalmazott eszkozok

Az Octave [1] programot alapvetéen a Matlabhoz hasonléan numerikus sza-
mitdsok végrehajtasara tervezték, de megfelelé csomagok telepitésével ké-
pességei bévithetéek. A Matlabhoz hasonlit nemcsak a cél, hanem a program
teljes felépitése is.
2014-ben adtak ki az Octave 3.8.2 verzidjat, mely mar grafikus felhasznalo6i
feliilettel rendelkezik. Elérheté a Matlab esetén megszokott Command Win-
dow, Workspace, Command History ablak és az Editor is.

A Matlabban megirt szkriptek, .m fajlok kevés modositassal (gyakran

modositas nélkiil) az Octaveban is alkalmazhatéak.
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[2] http://
www.walk-
ingrandomly.
com/?p=5336
2015.
mdrcius 2.

[3] http://
octave.
sourceforge.
net/odepkg/
2015.
mdrcius 2.

[4] http://
WWW.
dm.unipi.
it/cluster-
pages/meini/
ODE12/
odepkg.pdf
2015.
marcius 2.

1. abra. az Octave 3.8.2 grafikus feliilete. [2]

et 00000 . AlGIPIR|? s ene

Jelen dolgozatban az Octave alkalmazasaval differencialegyenletek trajektoridit vizs-
galjuk. Ehhez az odepkg [3] csomag sziikséges. A sziikséges csomag legujabb ver-
zidja, az odepkg-0.8.4.tar.gz letdlthetd a [3] cimrdl. A csomag telepitése az Octave
inditasa utan, annak Command Window ablakaban végrehatjathato a

>>pkg install odepkg-0.8.4.tar.gz
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A Chua-4aramkor

Ebben a fejezetben az egyik legegyszertibb kaotikus rendszert, a Chua-rendszert vizs-
galjuk [5, 6]. Az aramkort 1983 8szén épitette meg Leon O. Chua. Célja egy olyan labo-
ratériumi rendszer elkészitése volt, mellyel bizonythatd, hogy a kdosz egy fizikai jelenség,
nem szamitdsi hibak forrasa.

A megépitett aremkor egy része passziv linedris karakterisztikaju egyszert elektronikai
alkatrészekbdl épiil fel. Ezek az elemek a kondenzator (C1 és C2), az ellenallas (R) és a
tekercs (L, ahol I a tekercs arama). Az aramkorben talalhat6 egy aktiv, nemlinearis karak-
terisztikaju aramkori elem is, az ugynevezett Chua-didda (a 2. bran NR). Ezen didda

néhany ellenallas és két miiveleti erdsité segitségével szintén felépithetd.

2. abra. A Chua-daramkor kapcsolasi rajza. [7]

Dunakavics - 2015/7.

[5] Chua,
L.O.-
Komuro, T.
M. (1986):
The Double
Scroll Family.
IEEE Trans-
actions on
circuits and
systems. Vol.
CAS-33. No.
11.

[6] Chua, L.
0. (2007):
Scholarpedia.
2(10):1488.
http://www.
scholarpedia.
org/article/
Chua_circuit

[7] Kennedy,
M. P. (1992):
Robust

OP Amp
realization of
chua's circuit.
Frequenz.,

46 (3). Pp.
66-80.
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[5] Chua, L.O.—-
Komuro, T. M.
(1986): The Double
Scroll Family.

[EEE Transactions on
circuits and systems.
Vol. CAS-33. No. 11.

[6] Chua, L. O.
(2007): Scholarpedia.
2 (10):1488. http://
www.scholarpedia.

org/article/Chua_cir-

cuit

[8] Lynch, S. (2004):
Dynamical systems
with applications

using Matlab. Boston:

Birkhuser.

Az aramkor viselkedésének leirasaira Leon O. Chua az alabbi kozonséges

differencialegyenlet-rendszert irta fel [5]:
x=a(y — o))
y=x—-y+z
z=—By

ahol ¢ (x) = myx +%(m0 —my)(Jx + 1] — |x — 1)).

A paraméterek bizonyos értéke esetén a rendszer kaotikus tulajdonsagokat
28 1 2
mutat, amint ezt Chuaetal. @ =9, = —,myg = —=,m; ==
esetén bzonyitotta [6]. 7 7 7
Egy kis valtoztatassal felirhaté az a modell, amelyet tobbek kozott [8] konyve targyal:
x=aly —x—¢x))
y=x—-y+z
z=—Py
1
aholp(x) = myx + E(mo —my)(x+ 1| —|x—1]).
Lynch egy révid Matlab szkriptet is kozol, mellyel a difrerencialegyenlet-rendszer
trajektdriai abrazolhatdk. Ezen szkript egyszertien futtathat6 az Octave programmal
is. (4. dbra).

4. dbra. A Chua-egyenletek trajektoridi a=14 esetén.

2015/ 7.
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A Chua-rendszer vizsgalata az Octave alkalmazasaval

fenti szkript segitségével vizsgalhaté a Chua-egyenletek megolddsa kiilonb6z6 paraméterértékek és
ti feltételek esetén. A hires ,,double-scroll attractor” az aldbbiak szerint abrazolhato:

a=0Q(t,x) [14*(x(2)-x(1)=-(-(5/7)*x(1)+(1/2)*(-(8/7)~- (-
) * (abs (x (1) +1) —abs (x(1)-1))));

-xX(2)+x(3);-25.58*x(2)];

ons = odeset ('RelTol',le-4, 'AbsTol',le-4);

b]=o0de45 (Chua, [0 100],[-1.6,0,1.6],0ptions);
3(xb(:,1),xb(:,2),xb(:,3))

az attraktor matematikai értelemben kaotikus. Megmutathat6 példaul, hogy kozeli kezdeti feltételek
1 a megoldasok eltavolodnak egymastol.
tstik ugyanis a fenti egyenlet alabbi megoldasait. (5. dbra)
xa]=o0de23 (Chua, [0 100],[-1.6,0,1.6],0options);
xb]=0de23 (Chua, [0 100],[-1.5,0,1.6],0ptions);
(ta, xa(:,1))
on
(tb, xb(:,1),"c")

5. dbra. Erzékenység a kezdeti feltételre a Chua-rendszerben.

T T T T

A T I

' ; ﬂ\ b

il
m l
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[9] Simon L. P.—Toth J.

(2005). Differencidlegyenletek.

Budapest: Typotex.

[10] Huang, A.—Pivka,
L.—Wu, C. W.-Franz, M.
(1996): Chua’s equation with
cubic nonlinearity. Inter-
national Journal of Bifurca-
tion and Chaos. 6 (12a). Pp.
2175-2222.

46

(Természetesen a megoldasok ezen tulajdonsagarol a Ljapunov-egytitthatd
is tajékoztat, azonban ennek részletezésétdl itt eltekintiink.

Az érdekl6dé olvasé szamara javasoljuk a [9] konyv elmélyilt
tanulmanyozasat.)

Megfelel6 paraméter valtoztatasaval a rendszer mas viselkedést mutat.
Példaul a=10 esetén a rendszernek stabil hatdrciklusa van, amint ez a 6. dbra
alapjan sejthetd.

6. dbra. Stabil hatdrciklus a=10 esetén.

@ N A e m
T T

» Soknwa

Ha a=9, akkor a rendszernek stabil egyensulyi pontja van. (7. dbra)
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7. dbra. Stabil egyensiilyi pont a=9 esetén.

B SSNSSS———

oy VAAAAA v i

A Chua-rendszer modositasa

A Chua-egyenletekben szerepld ¢(x) fiiggvény - az egyetlen nemlinedris fiiggvény a rendszerben - alapvet
fontossagu a rendszer viselkedése szempontjabol. Ezen viselkedés leirasara tobb modszer hasznalja az
egyenletek jobboldala ltal meghatarozott figgvények derivaltjait. Tekintettel arra, hogy a g(x)=|x+1|-|x-1]
figgvény nem folytonosan derivalhato, célszer(i a rendszert ¢(x) megfeleld modositsaval alakitani. Ezzel a
megfontolassal szimos folytonosan derivalhaté mddositast irtak mar fel. Huang, Pivka és Wu harmadfoku
hatvanyfiiggvény segitségével készitettek megfelel6 modositast [10]

x=aly —x3—x)
y=x—-y+z
z=—Py

Ebben a rendszerben a=10, f=16, c=-0.143 értékek esetén taldlhaté meg a ,,double-scroll attractor”
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A tovabbiakban megadunk egy Uj folytonosan derivalhaté modositast, tovabba ennek megoldasait
vizsgdljuk numerikusan. Vézoljuk a g(x)=|x+1|-|x-1| figgvény grafikonjat. Vegytik észre, hogy a fiiggvény
— tobbek kozott — az alabbi tulajdonsagokkal rendelkezik: lim,, o g(x) = =2, lim,_q g(x) = 2.
Hasonlé tulajdonsigokkal rendelkezd fiiggvény 4éllithaté el az x + atan(x) fiiggvény linedris
transzformaciéjaval. A tovabbi vizsgalatainkhoz az f(x) = r - atan (x) fiiggvényt hasznaljuk a
g(x)=|x+1]-|x-1| helyett, mig a Chua-rendszerben szerepld tovabbi egyenleteket valtozatlanul hagyjuk.

Egyenleteink tehat a kovetkezd alakban irhatdak fel:

x=aly—x—¢Xx))
y=x—-y+z
z=—Py

ahol ¢(x) =mx + gatan (x)(my — my)

A kordbban hasznalt szkirptet ezért méodositjuk.

Chua=@ (t,x) [alpha* (x(2)-x(1)=(=(5/7)*x(L)+(1/2)*(=(8/7)- (-

5/7))*(r*atan(x(1)))));x(1)-x(2)+x(3);
-25.58*x(2) ];

options = odeset('RelTol',le-4,'AbsTol',le-4);
[t,xb]=0de45 (Chua, [0 100],([-1.6,0,1.6],0ptions);
plot3(xb(:,1),xb(:,2),xb(:,3))

A paraméterek megfelel valtoztatdsaval ebben a rendszerben is nyerhet6 ,,double-scroll attractor”
(8. dbra)

A AM
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8. dbra. A médositott Chua-rendszerben taldlhaté un. ,,double - scroll attractor” a=15.

Eredmények

Jelen dolgozatban a Chua-dramkért leird differencidlegyelet-rendszer egy Gj moédositasat adtuk meg, mely
tovabbi matematikai analizist tesz lehetévé.
A rendszer tulajdonsagainak szemléltetéséhez az Octave programot hasznaltuk.
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