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TAKACS ANNA MARIA *-~KLING ANNA **

Miivészet—narrativum-matematika

Osszefoglalas: Mit jelent a ,,szépség” a matematikaban? Mi a szép egy matema-
tikus, illetve egy hallgat6 szamara a matematikaban? Mit jelent a szépség egy
hétkoznapi ember szdmara? Pszichologiai kutatasok eredményeit gytjtttem
egy csokorba. Bruner narrativ elmélete alapjan 6sszekapcsoljuk a mtivészeti
alkotasokat matematikai fogalmakkal. A digitélis oktatas forradalmat éljiik.
A felséoktatasban a Z-generacioba sorolt hallgatdkat tanitjuk. A generaci6
sztilotteinek a figyelemkoncentracidjat figyelembe véve, szintén bekapcsol-
juk a mivészetet a matematika el6addsainkba. Ugyanakkor keressiik azt is,
hogy milyen mddon vonhatjuk be a digitélis eszkozoket. Milyen élmények-
hez juttathatjuk altaluk a hallgatokat matematikabdl? Az alabbiakban egy
oOkori szépség elemzését mutatjuk be, valamint Van Gogh festményeinek egy
lehetséges matematikai bemutatasat.

Kulcsszavak: Pszicholdgiai kutatasok, Fibonacci-sorozat, élményalapu oktatds.

Abstract: What is ’beauty’ in mathematics? What attracts a mathematician
or a student in mathematics? What is beauty for an ordinary person? I have
gathered the results of psichological investigations in a bouquet. With the
narrative theory of Bruner we can make a connection between the art mas-
terpieces and the conceptions of mathematics. We are living in the era of
digitalized training methods. At the university we educate the students of
generation Z. Given the concentration of attention of the members of this
generation, we also incorporate art into our mathematics lectures. Also we
are looking for how can we utilize digital appliances in our lectures? What
experiences can we convey by them to our students in mathematics? We may
refer to the interaction of art and mathematics in lecture. From this point of
view we analyse an atique beauty and some of Van Gogh’s paintings.
Keywords: Psychological research, Fibonacci sequence, Experience based
teaching.
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Takacs Anna Maria-Kling Anna

A matematika szépsége
»Aki nem ismeri a matematikdt, annak nehéz megértenie a természet legmélyebb szépséget...”
Az idézet Richard Feynman-tdl szarmazik, aki a 20. szazad egyik legnagyobb fizikusa volt.

G. H. Hardy, angol matematikus, a szamelmeélet és a matematikai analizis kiemelked6 kutatoja a kdvet-
kezéket mondta: ,,A matematikus mintdinak a fest$ vagy a kolté mintdihoz hasonléan dlomszépnek kell
lenniiik. Az elméletek kozott is, mint megannyi sz6 vagy szin kozott, 6sszhangot kell teremteni. A legelsé
szempont a szépség: csiinya matematikanak nincs helye a vilagban. A matematikai szépséget nehéz ugyan
meghatarozni, de minden szépséggel igy van az ember — nem tudjuk, mit értiink szép vers alatt, de ez nem
akadalyoz meg minket abban, hogy felismerjiik &ket”

Azért is fontosak a fenti sorok, mert a szépmuvészetre is utalnak. De nem csak a festmények, mtivészeti
alkotasok lehetnek szépek. Minden tudomanyteriiletnek megvan a maga szépsége, a matematikanak is.
A matematikusok agya masként mitikddik. A matematikusokban bizonyos matematikai formulak ugyan-
olyan kellemes érzéseket keltenek, mint a szépmiivészeti alkotasok vagy a zene. A jelenség titka az agy neu-
robiologiai miikddésében keresendd: a matematikusok agyaban bizonyos dsszefliggések lattan az ,,érzelmi
agyteriiletek” aktivalodnak.

A University College London kutat6i 16 matematikus (3 né, 13 férfi; életkoruk: 22-32 év) részvételével
vizsgaltak, milyen agyi ingereket keltenek, és ezzel parhuzamosan milyen érzéseket valtanak ki kiilonféle
matematikai formuldk. A matematikai doktoratust szerzett vagy fels6fokd matematikai végzettség(i részt-
vevok 60-féle matematikai képletet értékeltek aszerint, hogy szépnek, kozombosnek vagy csunyanak talal-
jak azokat. A latott kép altal kivaltott agyi aktivitast funkcionalis magnesesrezonancia (fMR-) vizsgalattal
figyelték.

Minden bonyolult matematikai képlet megtekintését és értelmezését igen nagyszamu agyteriilet aktiva-
lodasa kisérte, de a szépnek itélt matematikai formulak az agy emdciokért felelds teriiletét — az orbitofron-
talis kéreg medialis régiojat — is aktivaltak. S6t, minél szebbnek talaltak egy egyenletet, anndl nagyobb
jelintenzitast lattatott az fMR-felvétel ezen a teriileten.

A nem matematikusokbdl all6 12 f6s kontrollcsoportban nem tapasztaltak hasonld érzelmi reakcidkat.
Itt a megkérdezettek alig néhany matematikai képletet talaltak rdanézésre szépnek, tobbségiik bevallottan
nem értette, mit takarnak a felvillantott bonyolult egyenletek.
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Mivészet—narrativum-matematika

Két héttel késébb meg kellett ismételniiik a feladatot fMRI-vizsgalat kozben. Mind
kozil az Euler-képlet, a Pitagorasz-tétel és a Cauchy-Riemann-egyenletek 6rvend-
tek a legnagyobb népszertiségnek, amelyek koziil az els6t a hamleti monoldg szép-
ségéhez hasonlitottak. [2]

A matematikai szépség ismérveit a kovetkez6kben foglalhatjuk ossze: kellemes a
megjelenése, szimmetrikus, meglepd, varatlan (paradox), Osszefiigg killonb6zé
szabalyszertiségekkel, elegans, (tomor és mégis teljes) egyszert, tomdr, harmoni-
kus, hasznos, a természetben el6forduld. [3]

Ezért is gondoltam, hogy matematika el¢adasokon a fentiek és a Z-generacio sa-
jatossagainak ismeretében, példdkat mutatok a szépmiivészet és a matematika 9sz-
szekapcsolasaval.

Pszicholdgiai kitekintés

Az oktatds elméletének a tuddssal és a képességekkel kapcsolatos modelljei kiilon-
b6z6 forrasokbol szarmaznak. A kutatasi trendeket meghatarozé elméleteket és
az oktatas napi gyakorlatarél valé gondolkodast egyarant atszovik azok a nézetek,
amelyek tobb mai tudomanyag kozos eredetéig nydlnak vissza, illetve a mas tudo-
manyagakbol szarmaznak. Ebbdl a szempontbdl mindenekelé6tt a filozdfia és a pszi-
cholégia hatasa meghatdrozo jelentdségti, de az utdbbi évtizedben mar szamottevé
a szocioldgia, az informatika, a kognitiv tudomany és a kozgazdasagtan néhany
aganak az oktatas kutatasara gyakorolt hatasa is. A tudassal kapcsolatos pedagogiai
nézetekben mind a mai napig felismerhet6ek a filozéfiai gyokerek.

A képességekkel kapcsolatos allaspontok fejlédését tobb pszicholdgiai iranyzat
is befolydsolja. Ezek koziil harom olyat érdemes kiemelni, amelyik folyamatosan
fejlédd elméleteivel és kutatasi eredményeivel egészen napjainkig hat az iskolai ok-
tatassal kapcsolatos kutatasok képesség-felfogasara is: a pszichometria, a Piaget-
iskola és a kognitiv pszichologia. A pszichometria (az egyéni kiilonbségek pszicho-
logidja) els6sorban a képességek kvantitativ jellemzdivel foglalkozik. Piaget és ko-
vetdi az emberi értelmesség lényegét a miiveleti gondolkodasban lattak. Az elmélet
szerint az értelmi fejlédés az egyszerti miivelet el6tti sémaktdl a konkrét muveleti
gondolkodason at a formalis gondolkodasig vezet. A kognitiv pszicholdgia, mint a
megismerést informacid-feldolgozasként leird iranyzat jelenik meg. [1]
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A kognitiv forradalom 6ta, mely a kilencvenes évekre tehetd, folyamatosan mo-
dosulnak az elgondolasok az emberi elme természetérdl. Ezek az elgondolasok a
kognitiv miikddésrol szold két élesen eltérd elgondolasbdl néttek ki. Ezek koziil az
elsé az a feltevés volt, mely szerint az elmét el lehet képzelni komputacids szerkezet-
ként is. A masik feltevés szerint az emberi kultira egyfelél alkotdeleme az elmének,
masfeldl az elme az emberi kultara hasznalata soran valdsul meg.

Az els6, komputacids nézet az informdcidfeldolgozassal foglalkozik, azzal, hogy
a vilagrol szolovéges, kodolt, egyértelmt informaciot hogyan vési be, sziri, tarolja,
kapcsolja Ossze, allitja helyre, és altalaban kezeli egy komputacids szerkezet. Az in-
formaciot ugy veszi, ahogy kapja, olyasvalamiként, ami mar beagyazddott valami-
féle eleve létezd, szabalyok dltal korlatozott kodba, amely a vildg allapotait fedi le.

A masodik megkozelités, a kulturalizmus ihletdje az az evolucids tény, hogy az
elme nem tudna létezni, ha nem lenne kultdra. Hiszen az emberszabasu elme evo-
lucidja egy olyan életmdd kialakulasahoz kapcsolodik, ahol a valésagot egy olyan
szimbolumrendszer képviseli, melyet az adott kulturalis kozosség minden tagja is-
mer. Ebben a kozosségben ez a szimbolumrendszer egyszerre szervezdje és létreho-
z6ja a technikai-szocialis életnek. [4]

A narrativ tétel: Milyen gondolkodasmad, illetve érzések segitenek a gyerekek-
nek vagy a felnétteknek abban, hogy a vilagnak egy olyan verzidjat hozzak létre,
amelyben szdmolhatnak majdani helyiikkel- ez a sajat vilaguk. Bruner ugy véli,
hogy a torténetmesélés, a narrativum sziikséges ehhez. A narrativum mint gondol-
koddsmdd és a jelentésalkotds kdzvetit6kozegeként jelenik meg. Ugy gondolja, hogy
két nagy ttja van annak, ahogyan az emberi lények kezelik és szervezik a vilag-
rél valé tudasukat, ahogyan kozvetlen élményeiket strukturaljak. Az egyik inkabb
a fizikai ,,dolgok” kezelésére szakosodott, a masik pedig az emberek és allapotuk
kezelésére. Az egyiket a szaknyelv logikai-tudomanyos, a masikat pedig narrativ
gondolkodasnak nevezi. Egyik kulturabdl sem hianyoznak, de a kettét a kiilonb6z6
kultarak masképpen részesitik elényben. [4]

Egy tanulmanyban mar foglalkoztam kognitiv szemlélett kérdéssel, nevezetesen
azt vizsgaltam, hogy definialt univerzalis kognitiv kategériak és a Bruner-féle rep-
rezentacios sikok milyen hierarchiat mutatnak a fiiggvényjellemzés folyamatéban.
A struktarat Galois-graftal jelenitettem meg. Arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy
a szamitogép bekapcsolasa az analizis tanulds-tanitds folyamataba az ellendrzési fa-
zisban, a konkrét cselekvések szakaszaban célszerd. [5]
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Di1GITALIZACIO
Milyen generdcidkat és elméleteket ismeriink?

A generaciokutatasok megjelenése a 20. szazad masodik felére tehet6: az egyes nemzedékek és jellemz6ik
csoportositasara tobbféle megkozelités létezik, melyek koziil a legmeghatérozobb elméleteket foglalja Gssze
az alabbi tablazat. Az 1925-t6] napjainkig sziiletettek generacios jellemzdinek attekintése alapjan lathatéva
valnak a motivéci6 és kommunikacié meghatérozé aspektusai, azonban fontos megjegyezni, hogy a gene-
raciok e felosztasa tovabbra is vita targyat képezi.

Csendes vagy veterdn generdcio (1925-1942)

Tagjaira a palya szélér6l figyel6 (6vatos, visszafogott), biztonsagra térekvé magatartas jellemzd. Magan-
életiikben a csaladi értékek kiemelt fontossaggal birnak. Nehezen tudnak megbirkézni a digitélis tarsada-
lom kihivasaival, a ,felgyorsult vilaggal”.

Profétak/Idealistak — Baby-boomerek (1943-1960)

Tagjaik a hdboru utan sziilettek, ifjikorukat a civil mozgalmak hatdroztak meg. Gyermek- és fiatal
feln6ttkorukat a lazadas, a szabalytagadas jellemezte (pl. hippikorszak). Motivacios struktardjuk elemei:
megfelelés, mély szakmai tudas, a sokoldalusag igénye.

Nomddok/Reaktivak/Digitdlis beviandorlok - X-generdcio (1961-1981)

Az ébredés, a ,lelkiismereti forradalom” ciklusanak gyermekei: a hirndknemzedék/atmeneti generaciod
fiatalkorat a relativ béke és jolét korszakaban toltotte. Megoldaskeresd, megbizhatd, kontrollélt magatartas
jellemzi 6ket, mely elmélytilt szakmai igényességgel és tudassal parosul. Motivacios struktirajuk elemei:
status, pénz, a tarsadalmi ranglétran valé eldrejutas.

Hésok/Civilek/A digitalis bennsziilottek elsé generdcidja — Y-generdcio (1982-1995)

A posztmodern vilag sziilottei, akik a 2001. 09. 11. utani krizisperiodusban élik fiatalkorukat. Tagjai
magabiztos, energikus, kifejezetten tehetséges, kreativ személyek, akik a korabbitdl jelent6sen eltérd visel-
kedést mutatnak a tanulds és a munkavégzés teriiletén. Egyiitt néttek fel a modern technika fejlédésével,
informaciééhségiik kifejezett, a multikulturalis kornyezetet konnyedén, laza attittiddel kezelik, és jellemz
rdgjuk a ,,multitasking” Motivacios struktirajuk elemei: a kortars csoportok hatasa erds, szivesen dolgoz-
nak tarsakkal egyiitt, ugyanakkor jellemz6 rajuk a céltalansag és a kiszamithatatlansag is.
Miivészek/Alkalmazkoddk/Netgenerdcié/Digitdlis bennsziilottek — Z-generdcié (1996-2010)

A terrorizmus krizisperiéduséban, a globalis valsag és a klimavaltozas idején sziilettek. Eletiiket ,,bed-
rétozva” élik (szimultan tobb médium felhasznaldi): batrak, kezdeményezdek, kevésbé kételkednek sajat
képességeikben és korlataikban, praktikus szemléletliek. Motivacids struktarajuk elemei: ,,Belesziilettek”
az internet vilagaba, mely emberi kapcsolataikat és kommunikacidjukat is 4talakitja: az online vilag kita-
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gitja énjiik hatdrait, és alakitja identitasukat. Az offline vagy ,vald” vilagban konflik-
tuskezelési készségiik hianyos (pl. indulatkezelési nehézségek, agresszid, a tekintély-
hez val6é megvaltozott viszony).

Alfa generdcié (2010-)

A 2010 utan sziiletettek korosztalya, amelyr6l még nagyon kevés informacié all
rendelkezéstinkre. Tobb helyen ,,4j csendes” generacioként emlitik, mivel csalddi és
ovodai viselkedésiikre a korabbiakhoz képest csendesebb, visszafogottabb viselke-
dés jellemz6 (ugyanakkor egyes tagjaindl az agresszid er6sodése is megfigyelhetd).

Mindebbdl lathato, hogy a generaciok kozotti kiilonbségek akar a harmonikus
kommunikacio, az egymast érté és megértd egyiittélés akadalyava is valhatnak.
A meg nem értésbdl adddé generacids szakadék csaladi és oktatasi szituacidokban
egyarant gondot okozhat, kiilonos tekintettel a kulturalis, motivacids és szocializa-
cids kiilonbségekre. A millenniumi generaciok (Y és Z) ,digitalis bennsziilottként”
konnyen és gyorsan eligazodnak a digitalis vildgban, melynek jellemz6i elsésorban
nem technikai, sokkal inkabb kulturalis értelemben meghatarozottak: az igy lét-
rejovo digitalis kultura komplex, megfoghatatlan, interaktiv (k6lcsonds, kozvetlen
kapcsolaton alapul6) és interkonnektiv (a folyamatos 6sszekapcsoltsag érzetét kelti),
elemei testre szabhatoak. [6, 7]

A DIGITALIS jélét kormdnyprogram a felsoktatdsrol -
Tanuldsintenziv felséoktatds kialakitdsa

A felséoktatasi digitalis stratégia egyik legfontosabb célja a globalis digitalis vilag
altal kikényszeritett oktatdsi-tanulasi kultaravaltasra vonatkozik, amit a digitalis
eszko6zok oktatasban vald felhasznaldsa tdmogat. Ez a cél szoros Osszefiiggést mutat
a stratégia masodik céljaval, amely a digitalis felsGoktatasi tér kialakitdsara vonat-
kozik - a kettd egymas nélkiil elképzelhetetlen és megvalosithatatlan. A tanulasin-
tenziv felsboktatdsra vonatkozo cél f6ként az oktatoi-hallgatoi viszony mikéntjére,
illetve az oktatdsi modszertanokra, az oktatasi eredményességet szolgalo felsokta-
tas kialakitasara vonatkozik. A javasolt beavatkozasok mindkét cél elérését tamo-
gatjak. A felsdoktatds modszertanardl foként nemzetkozi tapasztalatok allnak ren-
delkezésre, a hazai oktatoi réteg felkésziiltségével kapcsolatban kevés bemeneti adat
allt el6. Ezért fontos olyan kutatasok kivitelezése, amelyek ezt a teriiletet vizsgaljak,
fejlesztik. A kiemelt kutatas-fejlesztési projekt a digitalis tanulds tudomanyteriile-
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teihez kapcsolédd doktori iskolakat miikodtetd felsGoktatasi intézmények, kuta-
tohelyek és vallalatok Osszefogasaval, halézatosodasaval és nemzetkoziesitésével
valésulhat meg leghatékonyabban - oktatasi innovaciok, médszertani kutatasok,
a nemzetkozi online oktatasi-kutatasi térbe vald kilépés tdmogatdsa. E kutatasok
kitérhetnek a nemzetkozileg mar miikddé multinacionalis cégek képzési gyakorla-
tainak adaptacidjara, nagy volument online képzésmenedzsment rendszerek meg-
ismerésére és megismertetésére. A kutatasok eredményeként kialakithaté a digitalis
tanulds K+F+1 adatbazisa, amelyen keresztil a jo gyakorlatok kozzététele is foly-
hat. Emellett sziikséges a digitalis tanuldssal kapcsolatba hozhaté tudomanyteriile-
tek Osszekapcsolasa, a meglévé ilyen tematikaja felsdoktatasi kutatokozponti tudas
erdsitésével, Uj, relevans tapasztalattal rendelkezé intézmények, szervezeti egységek
bevonasaval - ennek a folyamatban be kell tagozddnia a kialakitand¢ digitalis mod-
szertani kozpontba. A fent javasolt kutatasok felhalmozzak azt a tuddst, amely az
oktatok mddszertani kultdrdjanak fejlesztését tamogato tovabbképzések, felkészité-
sek megalapitdsahoz sziikségesek. Az oktatoi kar korfaja nem optimalis, az id8sebb
generaciok pedig teljesen mas oktatas-technolédgiai kdrnyezetben szocializalodtak,
mint a jelenlegi hallgatok. Ezért az oktatéi kar tovabbképzésének két £6 teriilete az
oktatdsmddszertan (oktatdstechnoldgia), illetve az altalanos digitalis kompetencidk
fejlesztése kell, hogy legyen. 8]

Matematikai szorongds és digitalizdcio

Sok didknak a matematika a ,,mumus”. Az alsobb osztalyokban kedvelik a tantargyat,
aztan késébb ez atalakul. Gyakran a reklamokban is azt sugarozzak, hogy a matema-
tikatol f4j a fejed, beteg leszel. Ha a tanitd néni vagy bdcsi is ,,félt” a matematikatol,
ezt a félelmet az oktatas soran tovabb adja. Ezt segitheti lekiizdeni, ha matematikai
jatékokat jatszunk a gyerekekkel. Ezek lehetnek hagyomanyosak, de szamitogépes
alkalmazasok is. Az oktatasba is vonjunk be interaktiv alkalmazasokat. Ennek jo
példaja hazankban a GEOMATECH-projekt keretében elkésziilt tananyagelemek.
Magat a tanulasi és tanitasi folyamatot is ujra kell tervezni, és ez talin még na-
gyobb kihivést jelent. Itt ugyanis nem technikai szempontbol kell megkiizdeni az-
zal, hogy hogyan hasznaljunk egy szamitogépet, egy tabletet vagy egy mobileszkozt
arra, hogy informadcidkat szerezhessiink. Hanem azzal a pedagdgiai problémaval,
hogy - a tanulds kognitiv folyamatat megismerve — hogyan lehet a didkok érdek-
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[8] Digitalis j6lét

program, www.kor-
many.hu, [Accessed

2016. junius 30.]
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[9] Barak B.: Az uij, felporgott
generdci6 fel6rli a tandrokat?
https://haon.hu/kozelet/helyi-
kozelet/az-uj-felporgott-
generacio-felorli-a-tanarokat-
3368081/?fbclid=IwAR1P
Oalc]-TVB2v]0ejfM-ZfO
qr93DkT15ySoo_gs4liA5Qp-
CN2fUpq8luc [Accessed
2019. junius 8.]

[10] Bernath L. (2018):
Miért mumus a matek? —
Matematikai szorongasrol
¢s tantargyszorongasrol dr.
Bernath Laszloval, Modern
Iskola. https://moderniskola.
hu/2018/02/miert-mumus-
matek-matematikai-szoron-
gasrol-es-tantargyszoron-
gasrol-dr-bernath-laszloval/,
[Accessed 2018. februar 26.]
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16dését felkeltve olyan kornyezetet teremteni, amelyben a tanulas a digitalis
eszkozok segitségével, de nem kizdrolag azok altal, a didkok szamara az ed-
digieknél izgalmasabban és hatékonyabban tud megvalésulni.

Ann Dowker elég sokat foglalkozott ezzel a témaval, neki van errdl egy
érdekes elképzelése, 6 azt gondolja példaul, hogy nincs killonbség a férfiak
és a n6k szorongasa kozott, csak a ndk érzékenyebbek. Ok mar azt a szintjét
veszik a szorongasnak, ami még egy férfinak fel sem tiinik. Ez azért proble-
matikus, mert ha a szorongds beindul, az rongalja a munkamemdoria miiko-
dését, igy aztan a gondolkodas, a feladatmegoldas mindsége is romlik. [9, 10]

Van Gogh és a sorozatok a matematika el6addson

A Z-generdcié a kutatdsok szerint 8 percig képes tartds figyelésre. 8 perc utan
valami mast kellene mutatnunk eléadason. Tapasztalatom, hogy a 90 perces
el6adasban a gondolatmenetet 3—4 alkalommal kell érdekességgel, telefonos
jatékkal, humorral megszakitanom. Bruner narrativ elméletét alkalmazva,
célszeri a megszakitasokat tematikusan megtervezni. A sorozatokhoz Van
Gogh képeit felhasznalva, gy(ijtottem érdekességeket gy, hogy elég, ha csak
szemlélik a latottakat. Ugy fognak emlékezni az el6adasra, hogy az az 6ra
volt, amikor Van Gogh-rdl beszélgettiink.

ARANYMETSZES
Az aranymetszés a természetes szépérzékiink ardnya, értéke @=(1+V5)/2. A

festészetben, szobraszatban el@szeretettel alkalmazzak a mlivészek a monda-
nival6 elhelyezésére.
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Mivészet—narrativum-matematika

1. dbra. Orszdgut ciprussal és csillaggal, Van Gogh [11]

A ciprus torzse mind hosszaban, mind szélességében az aranymetszés aranyaban
van. A kép jobb oldalan a lovaskocsi a citrus és a festmény széle kozott szintén az
aranymetszés aranyaban helyezkedik el.

FIBONACCI-SOROZAT

A Fibonacci-sorozat f, =1 f, =1 f =f ,+ f, _, hényados-sorozatanak ha-
tarértéke szintén az aranymetszés aranya

@_)1+\/§
f 2

Van Gogh tobb napraforgd témaju képet is festett. Ezekbdl is el6allithatjuk a Fi-
bonacci-sorozat els6 néhany elemét. Ha lenne 13 napraforgds festménye, még egy
taggal tudnank folytatni.

~1,618
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képek forrasa.
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2. dbra. A napraforgés képek alapjdn a Fibonacci-sorozat néhdny elsé tagja: 1, 1, 2, 3, 5 [12, 11]

PITAGORASZI-SZAMHARMASOK ES NEGYESEK
Az x, y, z pozitiv egész szamokat pitagoraszi szimharmasnak nevezziik, ha x*+y’=z2
A pitagoraszi szamharmasok a kovetkez6 alaktak: x=2mn, y=m?-n?, z=m*+n?, ahol

m, n természetes szamok, amelyekre m>n, kiilonb6z6 paritasuak és (m;n)=1. [14]

3. dbra. Pitagoraszi szamhdrmas a napraforgos képekbél 3; 4; 5 [11]

Az x, y, z, t pozitiv egész szamokat pitagoraszi szamnégyesnek nevezziik, ha
X4y +22=1,
ahol x, y, z, t-re a kovetkez6 Osszefliggések igazak: x=p*-q*-1%, y=2pq, z=2pr,
t=p’+q’+r% p, q, r egymastdl fiiggetlen pozitiv egész szamok, amelyekre
p>q*+ri[13]
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Mivészet—narrativum-matematika

4. dbra. Pitagoraszi szdmnégyes a napraforgés képekkel 2; 2; 1; 3 [11, 12]

Ha lenne 13 napraforgds festménye, még egy szamharmast ( 5; 12; 13) és még egy szam-
négyest ki tudnank rakni (3; 12; 4; 13).

SZORZAS, HATVANYOZAS, ERDEKES SZAMOK

5. dbra. 2*=4 napraforgékkal [5]
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[11] Sunflo-
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com, a képek
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[12] Kelly
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[Acessed 16
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[11] Sunflowers,
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[15] Karlik Zs. (2009):
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2009. https://web.
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Az n pozitiv egész szamot majdnem tokéletes szamnak nevezziik, ha o(n) =2n - 1.
Tétel: A 2-hatvanyok majdnem tokéletes szamok.
2k+1

2 -1
Tehit egyeldre egy paratlan majdnem tokéletes szamot ismeriink, a 2° = 1-et, a tobbi
mind paros. [15]

Nem tudjuk, hogy a ketté hatvanyain kiviil vannak-e mas majdnem tokéletes
szamok. De az el6zokben mutatott 4 és 16 majdnem tokéletes szamok. Példaul 16-ra
0(16) = 2*16 - 1=31, ugyanakkor o(16)=1+2+4+8+16=31.

A szorzasra mas példat néziink:

— 2k+1

Bizonyitas: g(2k) = - 1=2-2k-1

7. dbra. 3*4=12 napraforgékkal [11]

Egy pozitiv egész szamot bévelkeddnek neveziink, ha osztdinak dsszege nagyobb
a szam kétszeresénél, azaz o(n) > 2n. Masképpen megfogalmazva, egy szam bével-
ked6, ha a ndla kisebb osztéinak dsszege nagyobb a szamnal. A 12 bévelked6 szam,
mert a nala kisebb osztoéinak 6sszege 1 +2+3 +4 +6=16> 12.

8. dbra. 3*5=15 napraforgokkal [11]
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Mivészet—narrativum-matematika

A 15 ikerprimek szorzataként all el. Két természetes szamot ikerprimnek mon-
dunk, ha primszdmok és a kiilonbségiik 2.
VAN GOGH ES A GEOGEBRA
A napraforgd szemek a Fibonacci-spiral szerint kovetik egymast. Van Gogh
egyik festményén megfigyelhet, ahogyan matematikai pontossaggal probélta meg-

festeni a spirdlt. A spiralt GeoGebréban is modellezték.

9. dbra. A napraforgé spirdljairél gyonyorii GeoGebra animdci késziilt [11, 16]

SPIRALS FOR SUN FLOWER Xe

LoVvING VINCENT

A Loving Vincent a vilag elsé teljes egészében kézzel festett animacios filmje, amely-
ben minden egyes képkockat (65.000 db!) festémiivészek készitettek, olajjal, va-
szonra, ahogy maga Vincent Van Gogh festette volna. A heroikus vallalkozas, mely
2011-ben kezd3dott, az angol Hugh Welchman és felesége, a lengyel Dorota Kobiela
filmje, Van Gogh lenytig6z¢ vildgaban jatszodik. Tobb ezer festményen keresztiil
elevenednek meg életének legismertebb helyszinei és megfestett figurai, mikozben
vilag egyik legkedveltebb festdjének, Vincent Van Gogh-nak ellentmondasos életét
és halalat vizsgalja a film. Kibontakozik az utols6é napok dramaja és végre fény dertil
rejtélyes halalanak korillményeire. A filmforgatas utdn, tobb mint 100 képzémiivész
dolgozott egyszerre a kozel 6 évig tartd folyamatban, hogy Van Gogh egyedi stilusa-
ban lathassuk ezt a lebilincseld torténetet.[17]
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10. dbra. Hogyan késziiltek a filmkockdk? [18]

Matematikaval egy okori szépség nyomaban

Nofertiti okori egyiptomi kiralyné, Ehnaton farad féfelesége volt. Férje id8sza-
mitdsunk el6tt 1353-t6] 1336-ig uralkodott, s leginkabb vallasi reformjarol ismert,
mely soran igyekezett bevezetni Egyiptomban az egyistenhitet.

Mivel nem viselte ,,a kiraly leanya” vagy ,a kiraly névére” cimeket, igy biztos,
hogy nem az egyiptomi kirélyi csalddbol szarmazott. Nofertiti a feltételezések sze-
rint Ehnaton trénra [épése koriil ment feleségiil az ifji firadhoz, s annak els6 szamu
felesége lett. Kiralynéként rendkiviil fontos szerepet toltott be, mar-mar tarsuralko-
doként tlint fel férje mellett, még templomot is szenteltek neki, ahol Ehnaton nincs
is jelen a képeken.

Dunakavics - 2019/ 8.



Mivészet—narrativum-matematika

12. dbra. Nofertiti mellszobra [20]

Nofertiti mellszobra mai napig leny(ig6z6 és nem csak a n6 szépsége miatt, ha-
nem a csoddlatos munka végett is. Ugy gondoljuk, hogy ez egy tokéletes példa a
muvészet és a matematika kapcsolatara.

A mellszobrot egy Thotmesz nevii szobrasz készitette, aki Ehnaton faraé ural-
kodasa alatt dolgozott. Az Ehnaton alapitotta févarosban élt és dolgozott, majd a
miihelyét és raktdrat hatra hagyva kovette az ifja Tutanhamont, hiszen a kiralyi
megrendelésektdl fiiggott. Ugyan a varost megtamadtak és az ottani szobrokat meg-
rongaltak, a raktarhelyiség érintetleniil maradt, igy megdrizve szamos muialkotast
az utokornak, koztitk Nofertiti mellszobrat is, melyet vélhetéen tanulmanynak szant
az alkoto, megkimélve igy a kirdlynét attol, hogy folyamatosan modellt @iljon a fal-
festmények készitésekor. Egyes régészek azt mondjak, hogy emiatt hianyzik az egyik
szeme, hiszen arra nem is volt sziikség a képi abrazolasokhoz.

13. dbra. Nofertiti mosolya
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[20] https://24.hu/tu-
domany/2018/04/08/
nofertitit-csabito-
mellszobra-okor-
szepsegideal/ [Aces-
sed 8 April 2018]
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Az arc tokéletesen szimmetrikus, és biiszkén tekint el6re, de szaja sarkaban ott
lapul az apré mosolyra emlékeztetd kis godrocske. A telt ajkak egyébként felfedez-
hetdk az altalanos egyiptomi szobraszat arcabrazoldsaban is. [20]

14. dbra. Nofertiti arcvondsai

A 14. dbrdn lathato képen piros haromszoggel igyeksziink felhivni a figyelmet
az aranyokra, hiszen itt egy egyenld oldalt haromszoget lathatunk. Az orrat azért is
szeretnénk kihangsulyozni, mert 6sszehasonlitottuk tobb masik egyiptomi szoboré-
val és azoknak kecsesebb a lejtése, kisebbek az orrcimpak, de kozben ugyanennyire
szélesek a legtobb esetben. Nekiink kifejezetten tetszik, hogy a mtivész ennyire pon-
tos munkat végzett, hiszen ennél jobban ma sem lehetne szebben kiszerkeszteni a
kiralyné orrat.

Az aranymetszés lehet a titka a tokéletes szépségnek? Eddig is tudtuk, hogy az
aranymetszés fontos szerepet jatszik abban, hogy mi tetszik nekiink és mi nem, ren-
geteg miivész alkalmazta is a munkain, de nem szdmitottunk rd, hogy ez lehet az
egyik kulcsa annak, hogy miért 6vezi akkora rajongas Nofertitit, s miért valt olyan
inspirdlova oly sokak szamara. Egy tanulmany szerint a matematikusok megalla-
pitottak, hogy a ,,tokéletes” arcon a fiil hossza megegyezik az orr hosszaval. A 14.
dbrdn sarga vonallal jeloltiik a képen a probat és ez a feltevés meglepé madd igaznak
bizonyult Nofertiti arcara. Akdrcsak az, hogy a két szem kozotti résznek pont olyan
hossztinak kell lennie, mint amilyen széles maga a szem. Ezt lilaval abrazoltuk a I5.
dabran.
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Mivészet—narrativum-matematika

15. dbra. Nofertiti tekintete

Emellett még azt is észrevettiik, hogy a szemoldoke ivére pontosan rahelyezhetd az aranymetszés gorbéje,
melyet kék szinnel illesztettiink az arcra és a 15. dbrdn lathatjuk. Ez a szemoldokforma egyébként a mai
napig kozkedvelt stilus. S ha ez nem lenne elég, még egy szabaly tokéletesen illik az arcara, melyet szintén
kékkel abrazoltunk, s lentebb lathato. Ez szerint az arcot harom részre osztjuk (a hajvonaltol a szemig, a
szemtél az orr végéig, és az orr végétdl az allig), és mindharom szekcid egyenld. Ugyan a fejdisz miatt nem
tudjuk pontosan, hogy hol lehetett a hajvonal, de nagyjabol meg lehet allapitani. A harmadik, amit a mate-
matikusok megallapitottak a tokéletes szépség arcarol, hogy az arcnak masfélszer hosszabbnak kell lennie
a szélességénél. Ez megint csak egy olyan dolog, amit nem konny( megallapitani a fejdisz miatt. Pontosan
meddig tart az arc? Es melyik részt vegyiik szélességnek? Ha tigy nézziik a méreteket, mint ahogyan mi
jeloltiik, akkor nagyjabdl a fejdisz arany diszitésével egy vonalban kell végzddnie az arc szélessége masfél-
szeresének (16. dbra).

16. dbra. Nofertiti arcdnak ardnyai és a logaritmikus spirdl
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Az aranymetszéshez még egy képet szeretnénk megmutatni, melyet viszont mar készen talaltunk, s
ugy gondoltuk, hogy ez megint csak emlitésre méltd, hiszen csodélatos, ahogy az arany végigfut az egész
szobron.

Osszegzés

Néhany olyan példat gytjtottem Ossze, amelyeket felvillantasszertien meg lehet mutatni eldaddson. A No-
fertitirdl szol6 részt mar mutattam hallgatéimnak, nagy tetszést valtott ki az elemzés, f6leg, hogy a hozza-
fiz6d6 narrativum kapcsolddik a lanyomhoz is. Ha tematikusan, a téméhoz kapcsolodddan latnak példakat
didkjaink, lehet, hogy kénnyebben el6hivjak az eléadason hallottakat is. Fontos, hogy vizudlis példa is
legyen és esetleg valami 4j ismeret, vagy alkalmazas a mindennapi gyakorlatbol. Vizsgan el6fordult mar,
hogy ugy jutott eszébe a hallgatonak a megoldasi mddszer, hogy a ,,mellékes dolog”-ra emlékezett el3szor,
aztan a tanult sémara. A szamitoégépes animaciokat is kedvelik, az okostelefonos jatékok is élményszertvé
teszik a tanulast.
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Otidik generdciés mobilhdlézatok
forgalomirdnyitdsa és forgalomelosztdsa
SDN és SDR haszndlatdval

Osszefoglalas: A jelenlegi leggyorsabb negyedik generacids mobil hélézatok
megjelenésével jelentdsen megnott az okos késziilékek szama, és ez szamot-
tovabbi fejlesztésre szorult, ennek kapcsan jott létre a jelenleg is hasznalt
LTE-Advanced, amely a hozzaadott antennak szamaval erdsitette a halozat
stabilabb miikodését. Ellenben ez a megoldas sem a legjobb, ezért sziikség
van a kovetkezd generacios halozat kifejlesztésére és kialakitasara, az 5G-re.
Az 1j technoldgiahoz viszont kulcsfontossagt a jol megtervezett forgalom-
iranyitas, forgalomelosztas. Erre egy megoldast adhat a vezetékes halozatok-
nal is alkalmazott szoftveren definialt halozat (Software Defined Networking
- SDN), ami lehet6vé teszi, hogy az egyes fizikai kapcsolokat és forgalomira-
nyitokat ne kelljen kiilon egyesével konfiguralni, hanem egy kézpontositott
vezérlovel tudjuk miikodtetni a halézatunk minden egyes elemét az aktudlis
forgalom alapjan. Cikkiink az 5G és az SDN, illetve a szoftveresen definialt
radi6 (Software Defined Radio — SDR) kozotti kapcsolatot mutatja be.
Kulcsszavak: 5G; forgalomiranyitas; forgalomelosztas; SDN; SDR.

Abstract: With the advent of today's fastest fourth generation mobile net-
works, the number of smart devices has increased significantly, creating a
significant demand for high quality and fast access to web content. 4G need-
ed further development, resulting in the LTE-Advanced, currently in use,
which added more antennas to enhance the stability of the network. Howev-
er, this solution is not the best, so we need to develop and build the next gen-
eration network, 5G. However, well-designed traffic management and traffic
distribution are key to the new technology. One solution to this is Software
Defined Networking (SDN), which allows you to configure each physical
switch and router separately and operate each element of your network with
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a centralized controller which based on the actual traffic. This article describes the
relationship between 5G and SDN and Software Defined Radio (SDR).
Keywords: 5G; routing; traffic distribution; SDN; SDR.

Bevezetés

Szamitogépes haldzatok hasznalata szinte kikeriilhetetlen a mai vilagban. Az élet
minden teriiletén megjelennek mind a vezetékes, mind a vezeték nélkiili hal6zatok,
melyek segitségével szamitogépeink, okos eszkozeink kommunikalhatnak egymas-
sal. A 4. generaciés mobilhdlozatok megjelenése, majd azok tovabbfejlesztése nagy
elérelépést jelentett a vezeték nélkiili eszkozok fejlesztésében és elterjedésében is. A
jelenleg hasznalt technoldgianak koszonhetéen mar tobb mobiltelefon van haszna-
latban, mint a Fold teljes lakossaga, és ez a szam varhatéan exponencialisan tovabb
né a jévében is. Ehhez a szamhoz még hozzdadddik az Internet of Things (IoT),
azaz az a ,dolgok internete”, ami hasonloképpen nem elhanyagolhato eszkozszamot
jelent.

Az egyre tobbet haszndlt mobil eszkozok miatt a jelenleg haszndlt LTE-A tech-
noldgia a kozeljovében tovabbi fejlesztésre szorul, meg kell talalni a modjat, hogy a
lehet6 legkisebb valaszidé mellet a legjobb savszélességet nyujtsak az eszkozok kom-
munikdcidjahoz. Erre a vezetékes haldzatokban mar alkalmazott SDN-hez hasonlo-
an az SDR alkalmazdsa adhat megoldast az 6todik generacios haldzatokban.

SDN- és SDR-technologidk
SDN

Napjaink egyik legelterjedtebb halézati megoldasa a Szoftver altal definialt halézatok
(Software Defined Networks, SDN)([1, 2]. A hagyomanyos halézatokkal ellentétben
az SDN szétvalasztja a vezérlds sikot (control plane) az adatsiktol (data plane), igy
hatékonyabban megvalositast tesz lehet6vé a kozpontositott vezérlés terén. Az SDN

hélézatokndl harom {6 réteget kiilonitiink el. Ezek az: adatsik, vezérlésik, és az alkal-
mazasi sik.
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Adatsik

Az adatsikban talalhat6 halozati infrastruktira gyakorlatilag megegyezik a hagyo-
manyos haldzatnal hasznalt fizikai eszkozokkel, azzal a kiilonbséggel, hogy ezek
az SDN-kapcsolok (forgalomiranyitok és kapcsolok egyiittes neve) OpenFlow [3]
protokoll kompatibilisek kell legyenek. Feladatuk csak annyi, hogy a vezérlé siktol
kapott utasitasoknak megfelel6en eljuttassak a csomagokat végponttdl végpontig.
A vezérl6 sikkal az ugynevezett déli interfészen (Southbound Interface) keresztiil
tudnak kommunikalni.

VezérlGsik

A vezérl6 sikban taldlhato virtualizacio az egyik legfontosabb és legmeghatarozobb
réteg, amely az itt hasznalt programok segitségével biztositja a hal6zat automatikus
konfiguraldsat, és lehetévé teszi a dinamikus hozzaférést, vezérlést. A kozpontosi-
tott irdnyitas soran felmeriild esetleges halézatmenedzsment problémék megolda-
sdra az itt mikodo haldzati operacids rendszer (Network Operating System) hasz-

nalhato. A vezérl6 sik kozvetlen kapcsolatban van az ugynevezett alkalmazasi sikkal
az északi interfészen (Northbound Interface) keresztul.

Alkalmazasi sik

Az alkalmazasi rétegben a menedzsment eszkzok helyezkednek el, melyeknek a fel-
adatuk a megfelel utasitasok kiaddsa a vezérlés felé. Ebben a sikban harom alréteg
taldlhato, ezek a nyelvalapu virtualizacié (Language-based virtualization), a prog-
ramozasi nyelvek (Programming language) és a hdlézati alkalmazasok (Network
Applications). Az alrétegek biztositjdk a gyors adatkommunikdcdt kozponti fel-
tigyelet mellett, valamint az adatok biztonsagos dramlasat, ugy, hogy a probléma-
orientéltsagra fokuszalnak.
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1. dbra. SDN felépitése [4]
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Tobbféle vezeték nélkiili radidfrekvencids kapcsolat létezik, ami nem tdl hatékony
megoldds, mert ha egyikb6l a masikba kell tovabbitani adatokat, ahhoz kiilonféle
eszkozok kellenek a kompatibilitasi problémdk miatt. Ilyenek példaul a sztir6k, mo-
dulatorok, demodulatorok és kiilonféle atalakitok, melyek sok esetben tul koltsége-
sek. Azonban, ha ezeket a kiilonb6z6 technoldgidkat egy kozos rendszerbe foglal-
nank, akkor konnyebben at lehetne hidalni ezeket a problémakat. Gondolva itt a
WiMax, WiFi, GSM vagy az LTE kiilonb6z6 frekvenciasavokon mikédé jeleire.

A szoftver altal definialt radié (Software Defined Radio - SDR) egy vezeték nél-
kiili kommunikacids rendszer, ahol a komponensek nem hardveres eszkozként van-
nak jelen, mint példaul a modulatorok vagy szlirék és erésiték, hanem egy szoftverbe
vannak implementalva. Az 5G halézatban az alap koncepcio az, hogy a forgalmat a
frekvenciasavok kozott egységesen el kell osztani, és tjra fel kell hasznalni a mar nem
hasznalt spektrumokat, a forgalmi torlddas elkeriilése érdekében. Ezt a forgalomel-
osztast szoftveresen érdemes megoldani.
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SDN és SDR 6sszekapcsolasa

A két technoldgia 0sszekotésének az a varhatd elénye, hogy a tabbiakban nem kell szinte teljesen kiilon
kezelni a vezetékes és vezeték nélkiili haldzatok forgalomelosztasat.

SDR RETEG

Egy kiilon rétegben helyezkednének el a vezeték nélkiili radids haldzatra kapcsolddé mobil eszkozok. Az
6todik generacids haldzati mobil eszkozok képesek lesznek hasznalni a Universal Software Radio Perip-
heral (USRP) technolégiat, amivel megvizsgaljak, hogy a spektrum mennyire van kihasznalva. Természe-
tesen nem a mobil eszkoz fog egyediil donteni az optimélis csatlakozasrdl, hanem egy dontéshoz6 admi-
nisztracios vezérld végzi el a feladatot.

SDN RETEG
Az SDN réteg feladata a teljes kiildendé és bejové csomagok kezelése, mind vezetékes vagy radios kap-
csolattal. A 6 feladata, hogy a WiMAX, LTE és a 802.11 szabvanyokat az 5G kommunikacidban kezelje és
tovabbitsa a vezérld felé.
CRross LAYER CONTROLLER
Egy kozponti vezérl6 foglalja egybe a két réteget és szinte ez a legfontosabb eleme a rendszernek, hiszen a
két rétegtdl 6sszegytijtott informaciok alapjan osztja ki az elérhetéséget minden egyes haldzatra csatlakozd

mobil eszkoznek. A kozponti egység meg tudja hatarozni minden haldzati eszkoz helyzetét a haldzatban,
és a legkevésbé hasznalt csatornat osztja ki szamadra a forgalmi torlddasok elkertilése érdekében.
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2. dbra. SDN és SDR hibrid technoldgidja [1]
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Otodik generacids mobil halozatok

A negyedik generacios vezeték nélkili mobilhalozat megjelenésének koszonhet6en
mar az atlag okostelefon-hasznaldk is egyre tobbet hasznaljak az internetet, azonban
ehhez olyan megbizhaté adatkapcsolatot varnak, amivel a nagyobb felbontasu tar-
talmakat is megtudjak tekinteni. Az exponencialisan névekvé mobil eszkdzszam és
adatforgalom miatt a jelenlegi halozatot tovébb kell fejleszteni.
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3. dbra. 5G ujitdsai
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A kovetkez6 generaciétol szembeni elvards a nagy adatatviteli sebesség, ami az atlag 10 Gbit/s-t jelenti,
de a minimum kovetelmény az 1 Gbit/s sebességet mindenhol meghaladja. A masik {6 szempont a latency
(valaszid6) 1 ms ala szoritdsa, ami nagy elrelépést jelentene. A jelenlegi technoldgia elérelathatéan nem
fogja elbirni a rohamosan névekvé mobil eszkozok szamat, hiszen az elkovetkezendd néhany évben az
aktualis szam tobbszorosére novekszik.

MILLIMETERES HULLAMOK

A jelenlegi haldzati eszkozok olyan frekvencian mikédnek, amely kezd mar tul zajossa valni, ami akadé-
lyozza a megfelel6 mindségu jel tovabbitasat. Egy lehetséges megoldas erre a problémara a magasabb frek-
venciatartomanyok hasznalata. Ezek eddig még nem voltak hasznalatban, tehat nincs benniik zavar6 jel.
Ezek a frekvencia tartomanyok egészen 300 GHz-ig is terjedhetnek. Hatranyuk azonban, hogy a hulldmok
nem képesek nagyobb akadalyokon athatolni, ezért kisebb a hatétavuk.
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Kis CELLAK, MAssziv MIMO

Az akadalyok okozta hatétavolsag romlasa miatt bevezetik a kis cellakbol felépiilé rendszert, ami annyit
jelent, hogy a bazisallomas koré egymashoz csupan par szaz méterre elhelyeznek kisebb jeltovabbito an-
tenndkat, melyek segitségével egy akadaly (példaul fa, épiilet) konnyen kikeriilhet6vé valik.

Annak érdekében, hogy a bazisallomdsok egyszerre tobb eszkozzel és tobb ponton tudjanak csatlakozni a
jelenleg is alkalmazott MIMO-technoldgia tovébbfejlesztése szitkséges. A Massive MIMO t6bbszoros kis
cellak tombjébdl alld, akar 8x8-as vagy 16x16-as tomboket alkotd allomasokat jelent.

BDMA

Az 5G haldzatokban nagy valosziniiséggel a Beam Division Multiple Access (BDMA) technoldgiat. Az
antennaallomasok bemérik, hogy hol van az aktualis eszkoz, és egy kiilon nyalab segitségével kozvetlen
kapcsolatot teremtenek vele. Ha mozgasban van az eszkdz, példaul jarmtiben hasznaljak, akkor képes kell
legyen atkapcsolni egyik antennasugarzasbol a masik legjobb jelerésségii sugarzasba. Ezt a technoldgiat
szokas beamforming-nak, azaz nyalabformalasnak is nevezni.

Osszefoglalés

Az 6todik generacio kidolgozasa és tesztelése mar Magyarorszagon is folyik, a legfrissebb tesztelés Gy6r-
ben a Telenor kézremikodésével zajlik, amit az egyetem Osszes hallgatoja tesztelhet. 3600 MHz frekven-
cian és 100 MHz frekvenciasavon tizemel, 1,7 Gbps letoltési sebességgel, ami megfelel az 11j generacid kri-
tériumanak. A nagy letoltési sebesség elterjedésével még jobban megemelkedhet a mobil eszk6zok hasz-
nalata, amihez mar sziikséges egy jol megtervezett dontéshozo vezérl6, mint az SDR, SDN technoldgidk
hasznalata.

Koszonetnyilvanitds

Koészonettel tartozunk a kutatas tamogatasaért, amely az EFOP-3.6.1-16-2016-00006 ,, A kutatasi potencial
fejlesztése és bovitése a Neumann Janos Egyetemen” palyazat keretében valdsult meg. A projekt a Magyar
Allam és az Eurépai Uni6 tdmogataséval, az Eurdpai Szocialis Alap térsfinanszirozésaval, a Széchenyi 2020
program keretében valdsul meg.
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Rugésinga dinamikai vizsgdlata -
egy fizika versenyfeladat kaotikus utdélete

Osszefoglalas: Az 1965. évi Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny ma-
sodik forduléjanak egyik fizika feladatarol az OKTV bizottsdg csak a ver-
senyz6k dolgozatainak javitasa kozben vette észre, hogy a feladat altalano-
san nem megoldhatd! A feladatban megfogalmazott (ma rugdsinga néven
ismert) modell kaotikus tulajdonsagait Gruiz Marton vizsgalta elséként a
Fizikai Szemlében 2006-ban megjelent cikkében. Jelen dolgozatunkban a ru-
gosinga szisztematikus tanulmanyozasat végezziik el egy a dinamikai rend-
szerek vizsgalatara kifejlesztett roppant praktikus eszkoz a Dynamics Solver
(DS) segitségével. Célkittzésiink kettds: egyfelél a modell kaotikus tulaj-
donsdgainak tudomanyos igényt targyaldsa, masfel6l a DS sokrétti hasznal-
hatosaganak bemutatasa (a szimulacids fajlok letolthet6k a honlapunkrol).
Az eredeti konzervativ rendszer kaotikus viselkedésének targyaldsa utan a
modellt kiterjesztjiik disszipativ esetre is (periodikus kiils6 gerjesztést és sur-
l6dast illesztve a modellbe), illusztraljuk a tranziens kaosz jelenségét, amely
napjainkban taldn a kdoszelmélet legintenzivebben kutatott teriilete.
Kulcsszavak: Rugosinga; permanens kdosz; tranziens kaosz.

Abstract: The Competition Comitte of the National Secondary School Phys-
ics Competition in 1965 had perceived only during the evaluation of the
competition tests that one problem of the second round of the Competition
cannot be solved generally. The problem referred to a spring pendulum the
chaotic properties of which were discussed firstly by Marton Gruiz in 2006.
In the present paper the motion of the spring pendulum is investigated sys-
tematically by the Dynamic Solver (DS), which is a very practical tool devel-
oped for studying dynamic systems. The aim of the study is double, on one
hand it is the description of the motion of the spring pendulum at detailed
scientific level, on the other hand the demonstration of the versatile usabil-
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ity of the DS. After presenting the detailed investigation of chaotic behaviour in the phase-space of the
conservative system of the original problem the model will be extended to dissipative cases with applying
periodic driving force and taking into account friction force. The transient chaos which is a current topic
of the chaos researches will be also discussed.

Keywords: Spring pendulum; permanent chaos; transient chaos.

Bevezetés

Az 1965. évi Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny masodik forduldjanak egyik fizika feladata a
kovetkezéképpen szolt:

Felfiiggesztett L (nyugalmi) hosszusdgui, elhanyagolhato tomegii rugora kisméretii testet akasztunk. A rugot
a testtel egyiitt vizszintes helyzetbe hozzuk (a rugé akkor nytjtatlan dllapotban van, hossza L) és elengedijiik.
Ismeretes a rugé D dllandéja, amely szerint a rugalmas eré ardnyos az x megnyuldssal: F=-Dx . Mekkora a
rugé megnytildsa, amikor a test éppen a felfiiggesztési pont alatt halad dt?”

1. dbra. A rugés inga

>
X

L+l

m

v my

Y

Az OKTYV bizottsag csak a versenyzdék dolgozatainak javitdsa kozben vette észre, hogy a feladat altala-
nosan nem megoldhatd. A probléma forrasa az volt, hogy a feladat paraméteres megfogalmazasu és a test
mozgasa bizonyos paraméterértékeknél furcsa véletlenszert, el6rejelezhetetlen jelleget mutatott. Egy ilyen
roppant egyszer(i mechanikai rendszerben ez merében meglepd viselkedésnek tiint. Ma visszatekintve a

torténtekre jol értjiik a jelenséget, de akkoriban még éppen megsziiletében volt a kdoszelmélet: E. Lorenz

32 Dunakavics - 2019/ 8.



Rugdsinga dinamikai vizsgalata — egy fizika versenyfeladat kaotikus utdélete

1963 kozolte forradalmi (Deterministic Nonperiodic Flow cimii) cikkét (életet le-
helve H. Poincaré elfeledett gondolataiba) és nagyjabol két évtized kellett a kdoszel-
mélet fogalmi és mddszertani alapjainak lerakasahoz.

Cikkiinkben részletesen targyaljuk a napjainkban rugdsinga néven ismert fen-
ti mechanikai rendszer kaotikus viselkedését egy nagyon felhasznaldbarat szoftver
segitségével, majd a modell kiterjesztésével még izgalmasabb kaotikus tulajdonsa-
gokat illusztralunk. A tdrgyalasban megjelend szamitégépes anyagok (ZIP fajlba
csomagolva) let6lthetdk a honlapunkrol [1].

Elméleti hattér, mdédszertani alapok

Vermes Mikl6s a fizika OKTV elnoke vélhetGen megsejtette, hogy valami izgalmas
dologra vilagitott ra a feladat. Rengeteg id6t aldozva el6bb kézzel papiron szamolt ki
faradtsagos numerikus munkaval néhany lehetséges palyat, majd az akkor Magyar-
orszagon elérhetd legmodernebb szamitdgép, az Ural II. segitségét vette igénybe a

pontosabb kalkulacidhoz. Példaul az m=0,034 ke, D =2 % L=05m

paraméterértékek esetén a lo =lm, = J'V kezdeti feltételekhez 2,3 s
id6tartamt mozgashoz kiszamolt palya a 2. dbrdn lathato [2].

2. dbra. Vermes Miklos dltal szamitott pdlya 2,3 mdsodpercig
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A kilonbozd paraméterértékekhez és kezdeti feltételekhez kiszamitott palyak
semmilyen szabalyszerliséget sem mutattak, bonyolult, véletlenszertinek t{iné moz-
gasformak jelentek meg. Ma mar tudjuk, hogy egy kaotikus rendszer jellegzetes vi-
selkedése mutatkozott meg. A feladat dltal megfogalmazott modell kaotikus tulaj-
donsagait nagyszer( (és tragikusan koran elhunyt) kollégank Gruiz Marton targyalta
behatoan a Fizikai Szemlében [2], jelen tanulmanyunkkal az 6 emlékének is szeret-
nénk tisztelegni.

A kdosz jelenségének lényegi vonasai az alabbiakban foglalhatdk 6ssze:

- egyszer( (kis szabadsagi foku), egyértelmti (determinisztikus) torvényszertiségek-
kel (azaz néhany nemlinedris dinamikai egyenlettel) leirhaté rendszer id6beli val-
tozasa (mozgasa),

- szabalytalan (nem-periodikus, bonyolult) viselkedés,

- a kiindulasi allapot hibdjanak rohamos névekedése (a kezdeti feltételekre valo ext-
rém érzékenység) kovetkeztében a gyakorlatban hosszt id6tartamra elérejelezhe-
tetlen, csak valdszintiségi leiras adhatd,

- az id6beli valtozast teljesen megad¢ fazistérben a hosszu tavu viselkedést egyfajta
struktura, rend jellemezi, a fazistérbeli kép (leképezés) fraktalgeometriat mutat.

Valamely dinamikai rendszer egy idépillanatbeli dllapotanak egyértelmt meg-
adasdhoz sziikséges (minimalis szdmu)  — { X|3 Xy ey xn} véltozok altal kifeszitett
n dimenzids absztrakt fdzistér. o

A rendszer id6fejlddését valtozdinak x = f'| x ) elsérendli differencialegyenlet
rendszerével (esetleg Uj valtozok bevezetésével) adjuk meg:

X = f (x1 ,xz,...,xn)

X, =f (xl,xz,...,xn) )

x,=f, (x1 ,xz,...,xn)

A fazistér vonzo6 halmazat, amely felé a trajektdridk kozelednek attraktornak ne-
vezzik:
- egyszer( attraktor: szabalyos mozgasokhoz tartozo attraktorok, fixpont attraktor,
vagy hatarciklus attraktor,
- kiilonos (kaotikus) attraktor: szabalytalan (kaotikus) mozgdst végz6 rendszer frak-
tal geometridja attraktora.
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Permanens kéosz esetén a rendszer fazispontja soha nem hagyja el az attraktort, | [3] http:/tp.lc.ehu.es/
mig tranziens kiosznal a trajektoria csak véges ideig marad a kaotikus attraktor ko- | jma/ds/ds.html
zelében.

Poincaré térkép (-leképezés): a trajektorianak csak egy kivalasztott feliiletet 4tdof6
(egy adott altérbe es6) metszéspontjait abrazoljuk, melyek diszkrét pontsorozatot
alkotnak. A gerjesztett rendszerek esetén hasznalt Un. stroboszkdpikus leképezés egy
specialis Poincaré-leképezés, amely a trajektoria gerjesztési periddusidénként (azaz
alland¢ fazisértékeknél) vett mintajaként kapott pontsorozat.

A fenti (csatolt) nemlinedris differencidlegyenlet-rendszert csak a legritkabb
esetben lehet , kézzel” analitikusan megoldani, tehat numerikus modszerekkel, sza-
mitogép segitségével végezziik a vizsgalatokat, ezért a kaoszelmélet a szamitogépes
kisérleti fizika egyik legfontosabb teriilete. Ez azonban alapvetéen programozoi
kompetencidkat tételez fel, ami sokak szdmdra nem kis kihivas. Eppen ezért tartjuk
nagyon kiemelendének és ajanljuk oktatasi és kutatasi célra egyarant a Dynamics
Solver programot [3], amely szabadon letolthet6 és tetszéleges dinamikai rendsze-
rek szimulacidjara alkalmas, roppant felhasznalobarat és nem szitkséges programo-
z6i tudds a hasznalatahoz (a programhoz nagyon részletes angol nyelvi leiras tar-
tozik, de a letoltheté anyagaink kozott talalhatd egy dltalunk készitett tomor leirds
is). A tovabbiakban a Dynamics Solver (DS) programmal dolgozunk. Egy mar kész
*.ds probléma-fdjl legalapvetdbb szint(i hasznalathoz sziikséges funkciok: a futtatds
a . ikonnal, a megallitas a @ ikonnal, a folytatas a+ ikonnal, a grafikus ab-
lakok torlése (akar futds kozben is!) a E ikonnal, a paraméter-tabla megjelenitése
a [--1|ikonnal, a kezdetifeltétel-tabla megjelenitése pedig a [¢g|ikonnal torténik.

A konzervativ rugésinga

Az OKTV-feladatban megfogalmazott egyszerti mechanikai rendszer négy dinami-
kai valtozoja az | megnyulas, a ¢ (kitérési) szog, illetve ezek idéderivaltjai a v hossz-
valtozasi sebesség és az w szogsebesség, a (dimenzidtlan) mozgasegyenletek pedig
(alevezetés a Fliggelékben):

(€)
(@)
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i=v

v=lw® —(-1)+ A-cosg

p=0
2va— A-si
P v — A-sin@
l
g'm
ahol A= ﬁ (dimenzidtlan) paraméter.

A DS segitségével konnyedén szimulalhatjuk a rugdsinga végén levd test mozgasanak palyajat (ru-
gosinga_mozgas_palya.ds). (Megjegyzés: a programban a v valtozé helyett gamma jelélést hasznaljuk.).
Tekintsiik példaként a Vermes Miklos altal valasztott fenti m=0,034 kg, D =2 % L L=05m

paraméterértékeket, ekkor A = 0,33354 ( g=981 H/Z) és 2,3 masodperces mozgésra a 3. dbrdn lat-
hat¢ palyat kapjuk. S

3. dbra. A Dynamics Solverrel szdmitott pdlya 2,3 mdsodpercig

yo.2E

A 2. és 3. dbrat 6sszevetve lathatjuk, hogy kb. 2,1 masodpercig a két palyagorbe azonos, utana viszont
eltéré modon folytatddnak. Ennek oka a Vermes Mikl6s altal hasznalt nem kielégitéen pontos numerikus
szamitas kumulativ hibaja, azaz hosszabb id6tartamra mar megbizhatatlan eredményt kapott. A DS nu-
merikus pontossaga lehetdvé teszi, hogy sokkal nagyobb idétartamon is szimulalhassuk a test mozgasanak
palydjat, amely kétség kivill teljesen szabdlytalan, kaotikus jelleget mutat (4. dbra).
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4. dbra. 300 mdsodperc (2300 dimenziétlan idéegység) alatt befutott pdlya

A rugodsinga tehdt egyértelmiien teljesiti a kdosz fentebb felsorolt alapvetd vondsainak elsé két pontjat,
a harmadik pontban megfogalmazott tulajdonsagot majd a kovetkezd fejezetben szemléltetjiik. Térjiink
most ra a negyedik lényegi aspektusra és vizsgaljuk a modelliink hosszu tava viselkedését a fazistérben.
Mivel a fazistertink 4 dimenzids, ezért a kétdimenzios képernyén vald megjelenitéshez a fentebb leirt Po-
incaré-térképet hasznaljuk (rugosinga_Poincare.ds).

5. dbra. a rugésinga Poincaré-térképei

(a) fazissik (b) fazissik

&

A rugdsinga-modell konzervativ rendszert reprezental, mivel a (kinetikus és potencialis energidk
Osszegével képzett teljes mechanikai) energia megmaradé értékli a mozgas soran (lasd részletesebben a
Fiiggelékben). A konzervativ rendszerek fazistérfogat-6sszehuzodasi ratdja definicid szerint zérus, igy a
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fazistérnek nem lehet olyan részhalmaza, melyre hossza idétartamon a trajektdriak rahizédhatnanak. A
konzervativ rendszerekben tehat nem létezhetnek attraktorok, a mozgas nem felejti el kezdéfeltételét, ezért
a mozgas jellege még hosszu id6 utan is fiigg a kezd6feltételtdl, tehat konzervativ esetben a Poincaré-térké-
pek gy késziilnek, hogy (azonos paraméterértékek mellett) igen sok kiilonbo6z6 kezdeti feltételbdl futtat-
juk a szimulaciot (5. dbra). A kdosz olyan médon jelentkezik, hogy bizonyos kezdéfeltételekhez kaotikus,
masokhoz ugyanakkor szabalyos mozgas tartozik: az un. kovér fraktdl geometridju kaotikus tengerben (pl.
C) egymasba agyazodott (kvaziperiodikus mozgasoknak megfeleld) zart gorbék altal (pl. B) reprezentalt
regularis szigeteket talalunk, amelyek kozepén egy periodikus mozgast jelentd pont van (pl. A). Az 5. db-
rdn jelolt harom ponttal jelolt kezdeti értékekhez tartozd mozgasok trajektoridit a 6. dbrdn szemlélhetjiik.

6. dbra. Az 5. dbra Poincaré-térképének egyes pontjaihoz tartozo trajektoridk

A: periodikus mozgds B: kvdziperiodikus mozgds C: kaotikus mozgds

— Y

Rangatott rugdsinga

Az OKTV-feladatban megfogalmazott modell nem kell6en realisztikus, mivel hianyzik bel6le a valésag
két fontos eleme: a mozgast akadalyozé surlédas és a kdrnyezeti hatdsok. Erdemes tehat a fenti rugdsinga
modelliinket e két effektus szambavételével kiterjeszteni. A surlodast illessziik be a mozgo test sebességével
aranyos viszkozus er6ként, a kornyezeti gerjesztést pedig a rugésinga felfiiggesztési pontjanak periodikus
»rangatasaval’, jelen targyaldsunkban fiiggéleges mozgatassal (,,jojo”). Ekkor a kiterjesztett ,,rangatott ru-
gosinga” modelliink mozgasegyenletei (lasd a Fliggelékben):
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[=v
v=-27R-cos®-cosp+(l+1)-@0* +G-(cosp—1)—K-[-C-v—C-R-sin®-cos @
p=w

d)=—G'Sln§0+27Z'RCOS®.Sln¢—2va)—C'a)+C-RSIH®'Sln¢)
[+1 [+1 [+1 I+1

0=2r
r’ T DT’

ahol G=%—1C=1K= ; R=2n—  dimenziétlan paraméterek.
L m m L

Erdemes kiemelni, hogy a mozgésegyenletek dimenzidtlanitdsa nem csupdn gyakorlati jelentdségii (a
szamitogéppel végzett numerikus algoritmusok csak szamokkal dolgoznak, nem tudnak mértékegységeket
kezelni!), hanem egy nagyon mély tudomanyos gondolatra is ravilagit. A dimenziétlan mozgasegyenle-
tekben ugyanis az ,eredeti” 7 fizikai (mértékegységes) paraméterbdl (g, m, L, D, ¢, A és T) csupan 4 mér-
tékegység nélkiili paraméter jelenik meg. Ez kiemeli a latszélag kiilonb6z6 rendszerek kozotti analogiat:
minden olyan rendszer idéfejlédése ekvivalens (izomorf), amelyek 4 dimenzidtlan paramétere azonos,
akarmennyire is eltérd a 7 fizikai paraméter.

H. Poincaré szavaival: ,,A matematikai szellem tanit meg benniinket arra, hogy felismerjiik az igazi,
meély analdgiat, melyet a szem nem lat, csak az ész sejt. A matematikai nyelv nélkiil a dolgok belsé analo-
gidjanak legnagyobb része ismeretlen maradt volna el6ttiink 6rokre.”

A cikk korlatozott terjedelme miatt csak nagyon rovid attekintést adunk a modell kaotikus viselkedé-
sérol. Futtassuk a rangatott_rugosinga_mozgas.ds probléma-fajlt. Azt tapasztaljuk, hogy killonb6z6 para-
méterértékeknél és kezdéfeltételeknél (1) gyokeresen eltérd jellegli mozgas jelenik meg. Az alapbeallitasnal
{C=0,1; K=15; G = 0,8 és R = 3} paraméterértékeknél és {I = 0,05; ¢, = 0; v, = 0 és w, = 0,15} kezdofelté-
teleknél a mar ismert permanens kdoszt lathatjuk (azaz a kaotikus viselkedés tetsz6leges ideig fennmarad).

A DS segitségével egyszertien tanulmdnyozhatjuk a kdosz kovetkezd 1ényegi vonasat is: a kaotikus
rendszer idébeli viselkedésének a kezdeti feltételekre mutatott extrém érzékenységét. Ez azt jeleni, hogy a
rendszert (ugyanazon paraméterértékek mellett) nagyon kozeli kezdéfeltételekbdl inditva nagyon eltérd
idofluggést tapasztalunk, azaz tavolrol sem teljesiil az altaldban megszokott ,kis kezdeti hiba, kis ered-
ménybeli eltérés’-elv. Ezen extrém érzékenység legszemléletesebb illusztralasi modja az. un. fiklya-diag-
ram készitése.

(&S]
\©
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7. dbra. a rdangatott rugésinga faklyadiagramja a Dynamics Solverben

s scter - agtces rugeane. o3z e g

Fe (8t Oups Window Go Drmm
sB oy Om 88 B o8 OB@a8 X ?

A faklya-diagramon a kaotikus rendszer valamely valtozojanak idébeli valtozasat abrazoljuk, tobb, egy-
mashoz nagyon kozeli kezdéfeltételbdl inditva. Futtassuk rangatott rugosinga_faklyadiagram.ds problé-
ma-fajlt, amely a fentebb megadott paraméterértékek mellet mutatja a v(¢) sebességfiiggvényt 5 kiillonboz6,
nagyon kozeli ¢ kezdeti kitérésszog érték mellett (a rendszer tobbi valtozéjanak kezdeti értéke minden
inditasnal azonos). A kapott képernySképet a 7. dbrdn szemlélhetjiik, jol lathato, hogy a sebesség id6beli
valtozasat megadd gorbék egy ideig egyiitt futnak, majd teljesen szétvalnak, azaz egy karakterisztikus id6-
tartam utan a nagyon kicsiny kezddértékbeli eltérések tokéletesen eltéré viselkedéshez vezetnek.

A permanens kaosz attraktoranak megjelenitése gerjesztett rendszerek esetén a T gerjesztési periodus-
idénként mintavételezett stroboszkopikus leképezéssel torténik. A fenti alapbeallitisok melletti kaotikus
attraktort a rangatott_rugosinga_stroboszkop.ds probléma-fajl futtatasaval kapott 8. dbrdn szemlélhetjiik.

8. dbra. a kaotikus attraktor stroboszkopikus képe a szog-szogsebesség fazissikban

omega

=
oEe
=3

T
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A paraméterértékeket megvaltoztatva, példaul {C =0,01; K= 12; G = 0,6 és R = 2} esetén igen érdekes
kvaziperiodikus mozgds jon létre (a bal als6 sarokban lathaté a t idévaltozo, hagyjuk kb. 2000 id6lépésig
futni, és haszndljuk futds kozben néha a E képerny6torl6 gombot) (9.a dbra).

9.a dbra 9.b dbra

A rendszerben megjelend igazan ujszerti és izgalmas viselkedés az Un. tranziens kdosz, amelynél a moz-
gas trajektoridja csak véges ideig marad egy kaotikus attraktor kozelében, de kelléen hosszu id6 utan vala-
milyen regularis mozgasba jut el. Futtassuk tjra a programot, ezuttal a {C = 0,002; K=15; G=0,8 és R =2}
paraméterértékekkel (hagyjuk kb. 10000 id6lépésig futni, és hasznaljuk futas kozben néha a E képer-
ny6torlé gombot). Azt tapasztaljuk, hogy hosszt id6 utan a kezdeti kaotikus mozgas egy (furcsa, ellipszis-
jellegti gorbén korbefutd) periodikus mozgasba érkezik (9.b dbra).

Tranziens kaosz esetén jellemzd, hogy az atmeneti kaotikus mozgas utan tobb stabil regularis mozgas
(attraktor) is megjelenhet attol fiiggen, hogy milyen kezdeti feltételbél inditottuk a rendszert. Szisztema-
tikusan kiilonbo6z6 kezdeti feltételekbdl inditva a rendszert feltérképezhetjiik az egyes attraktorok vonzasi
tartomanyainak térképét. Tekintsiik példaként a {C = 0,15; K = 18; G = 0,8 és R = 2} paraméterértékekkel
adott rendszert, amely esetben tranziens kdoszt tapasztalunk két lehetséges periodikus attraktorral (a két
attraktor sz0g-szogsebesség fazissikbeli képe a 10. dbrdn lathatod), jeldlje 6ket [-], illetve [+].
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10. dbra. A két reguldris attraktor képe a sz6g-szogsebesség fazissikban

A 11. abrdn készitettiik el a két regularis attraktor vonzasi tartomany térképét a sz6g — megnyulas (¢ - 1)
fazissikon (v, = 0 és w, = 0). A fazissikon egy (¢, ; [,) pontot aszerint szineztiink, hogy annak a pontnak
megfelel§ kezdo6feltételbdl inditva a rendszert melyik reguldris attraktorba jutott a rendszer kelléen hosszu
id6 utan: fehérre, ha a [-] attraktorba és feketére, ha a [+] attraktorba.

Aza.dbrana @, E[—l, 5;+1, 5]@[0 E[—O, 6;+0, 9] tartomdny vonzési térképe lthato, a b. dbrdn
az el6bbi abra egy (kis négyzettel jelolt)

@, E[— +0,15;+0, 35]@10 E[+O, 1; 40, 2] tartoményat nagyitottuk ki,
majd hasonloképpen a c. dbrdn a b. dbra (kis négyzettel jelolt)

@, E[— +0,25;+0, 27]@ [0 €[+O’ 125;+0, 135] tartomanyat nagyitottuk ki.

Nagyon szépen szemlélhetd a vonzasi tartomanyok hatarainak fraktaljellege.
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11. dbra. a két reguldris attraktor sz6g - megnyiilds fazissikbeli vonzdsi tartomdny térképe

Osszefoglalés

A kiindulasi pontként szerepl6 fizikafeladat arra a tanulsagra hivja fel a figyelmet, hogy a fizika oktatasa-
ban a kivételt tanitjuk, amikor a reguldris viselkedéseket targyaljuk, hiszen altalanossagban a rendszerek
messze-messze tilnyomo tobbségében az irregularis, kaotikus mozgas létezése a természetes. A rugdsin-
gan, valamint annak kiterjesztett modelljeként kapott rangatott rugdsingan a kdoszelmélet szamos lényegi
sajatossaga tanulmanyozhaté a nagyon produktiv eszkézként hasznalhaté Dynamics Solver program se-
gitségével.

Figgelék
E.1. A rugdsinga mozgasegyenletei

A dinamika varidcios elvekbdl szarmaztathaté Lagrange-formalizmus szerint tetsz6leges rendszerre felir-
hato a kinetikus és potencialis energia kiilonbségeként definialt in. Lagrange-fiiggvény:

[ =K-V,
amellyel a rendszer idéfejlédését megadd Euler-Lagrange-mozgasegyenletek (disszipativ effektusok és
kényszerek nélkiili esetben): oL d oL
> &
oD, dt oD,
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Az 1. abrdn lathat6 rugdsinga esetén:
K =lm[l'2 +(L+l)2 (I)ZJ ésV = —mg(L+l)cosq>+lDl2 ,
tehat a Lagrange-fuggvény: 2 2
L= %m[iz +(L+l)2 ('pﬂ+mg(L+l)<:OS(p—%Dl2 ,
és a derivalasok elvégzésével az Euler-Lagrange mozgasegyenletek:
ml = m(L+l)('p2 +mg cos ¢ — DI
m(L+1)é=-2mip—mgsine

A dimenzidtlan( | — [+ [ és t —¢- fﬁ ) véltozokkal a mozgasegyenletek:
[ =(l+1)¢* —1+ A-cosg,

. 2lp—A-sing
[+1 ’

g y&m g . . . . . . .
e dimenzidtlan paraméter (az eredeti L, m, D és g paraméterekbdl!).

ahol = =—

L-D o)L
A [=vés ¢ = o (sebességjellegli) valtozok bevezetésével a standard elsérendii mozgasegyenlet-rend-
szer:

[=v
v=(I+1)@* —1+A-cosp
p=w
v — A-si
oo —2VO A-sing
[+1

A dimenziétlan teljes (mozgasi + helyzeti) energia (amire a Poincaré-térkép kezdédfeltételeinél sziikségiink

lesz) pedig: 1 1
E =§(v2 +(l+1)2 m2)+{§lz —A'(l+1)-coscp} -
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E.2. A rangatott rugdsinga mozgasegyenletei
Egészitsiik ki a modelliinket két fontos hatas figyelembevételével. A rugésinga felfiiggesztési pontjat ran-
gassuk periodikusan, jelen targyalasunkban fiiggdleges mozgatassal (,,jojo”), tehataz (O ( Xp3 Ve )

felfiggesztési pontra: , 2n
Xp =()es;g‘=44-cos(—§7t)

Masrészt feltételezziik, hogy a mozgd testre egy sebességgel aranyos viszkozus surlodasi erd hat, ame-
lyet az un. Rayleigh-féle disszipacios fliggvénnyel adunk meg:
|2

F, :%W

Ekkor az Euler-Langrange mozgasegyenletek:

oL d oL 9F,
-
0P, di 5

g
0D,
A sziikséges derivélsok elvégzésével, az [ =v és @ = (sebességjellegii) valtozok, valaminta @ = 2_n t

gerjesztési fazis valtozo bevezetésével, majd a dimenziétlan /| — [+ [, hosszvéltozé és ¢ —> ¢+ 7T id6-
valtozd helyettesitésével (itt nem részletezett, némileg hosszadalmas munkaval) a kapott standard (els6-
rendd) alaku (dimenzidtlan) mozgasegyenlet-rendszer:

[=v

v=-27R-cos®-cosp+(I+1)-@* +G-(cosp—1)—K-1-C-v—C-R-sin®-cosp

p=0

@:_G.M+2ﬁRCOS®'Sm¢_2vw_c‘w+C.Rsm®-smgp
[+1 [+1 [+1 [+1
®@=2x
T’ cT DT? A
ahol G = £ ; C=— ;K= ; R=2m— dimenziétlan paraméterek.
m m
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Készonetnyilvinitds

A tanulmany elkészitését a Magyar Tudomanyos Akadémia Tantdrgypedagogiai Kutatasi Programja ta-
mogatta.

Koszonettel tartozunk a kutatas tamogatasaért, amely az EFOP-3.6.1-16-2016-00006 ,, A kutatasi potencial
fejlesztése és bévitése a Neumann Janos Egyetemen” palyazat keretében valdsult meg. A projekt a Magyar
Allam és az Eurdpai Unié tdmogatdsaval, az Eurépai Szocialis Alap tarsfinanszirozasaval, a Széchenyi 2020
program keretében valésul meg.
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